Engenharia de Producgéo N
PESQUISA OPERACIONAL — PROGRAMACAO LINEAR

ALGEBRA LINEAR:

1 - EQUACOES LINEARES

Uma equacgéo linear segue a seguinte forma: a1 X1 + @12 X2 + @13 X3 + ... + @ Xn = b1
Considerando-se que:

v’ X1, X2, ..., Xn SA0 as incognitas;

v’ aui, a1z, ...,ain SA0 0s coeficientes (nUmeros reais ou complexos);

v b1 é o termo independente (numero real ou complexo).

Exemplo de equagéo linear Exemplos de equacdes ndo-lineares
3X1 + 4x2 + 10x;3 = 20 12x + 4y +\/_:_4
3x-2y+6z=7 23x% +4y° =19
2x+4z=3t-y+4 6Xx +3y-3zw =0

Antes de se tratar os sistemas de equacdes lineares é importante ver-se como uma reta
pode ser observada em um plano cartesiano. A figura a seguir expde resumidamente um
plano cartesiano.
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Veja uma reta expressa pela sua equacao reduzida y = k x + w, sendo k o seu coeficiente
angular e w o coeficiente linear. Tomando-se dois pares ordenados, P1l=(xi,y1) e
P2=(x2,y2), sendo que xi1#x2, que estdo sobre a reta, pode-se calcular o seu coeficiente

't k= (y2-y1) + (xerxo)

Y2

angular por k = Ay + Ax, ou seja, TPy=(x2y2)
Coeficiente yil.
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1 Baseado em Haetinger, Claus e Dullius, Madalena, Algebra Linear e Geometria Analitica, UNIVATES - Centro Universitario - Centro 111, Lajeado
— Rio Grande do Sul, 2006. Complementos capturados de http://www.expoente.com.br/professores/kalinke/estudo/sistemas_lineares.htm,
http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/medio/matrizes/sistemas.htm,
http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/medio/matrizes/determinantes.htm e http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/fundam/eglg/eqlg.htm
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2— SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Um sistema de equacdes lineares com m equacdes e n incognitas € um conjunto de

equacoes do tipo:
a11r1 + aqars 4+ -+ AT, = b
ary + aspra  + + amrn = b
+ : + + : =
Am1T1 + amala + + Amptn = by

comay; € {R.CH1<i<m,1<j<n.

Uma solucédo do sistema anterior € uma n-upla de nimeros (xi1; Xz;...;Xn) que satisfaz
simultaneamente as m equacgoes.

Pode-se reescrever este sistema A . X = b por um conjunto de matrizes conforme a seguir:

il a1z e dlp T ]
gy Qga - a2 Tg b
ml @m2 - Omn I'n bin

Matriz A, dos coeficientes das incégnitas:

ail a1z - Qin
a1 Az - Qg
_"4.=
hml  @m2 - Odmn
Matriz X (vetor), das incégnitas:
I
'2
X = )
In
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Exemplos:

SPD: Duas retas com ponto de intersecao (x,y).
X+2y=-1
2x—-y=8

Solucgdo: (3, -2). Confirmar de forma grafica

SPI: Duas retas paralelas e sobrepostas.

4x + 2y = 100
8x + 4y = 200

Solucao: Existem infinitos pontos que satisfazem a ambas (pertencem as duas retas).
Confirmar de forma gréfica

Sl: Duas retas paralelas.
X+3y=4
X+3y=5
3 - SISTEMA DE INEQUACOES LINEARES

Uma inequacédo € uma condi¢cdo onde os dois membros sdo comparados por um sinal de
desigualdade. Esses sinais séo:

< menor |
> maior |
- menor ou

- igual

> maior ou igual

Salientam-se os seguintes principios de equivaléncia:
v" Multiplicando-se os membros de uma inequacdo por um ndmero positivo,
obtém-se uma inequacao equivalente.
v" Multiplicando-se os membros de uma inequacdo por um numero negativo,
obtém-se uma inequacao equivalente desde que se Ihe mude o sentido.
v' Somando-se ou subtraindo-se um namero em ambos 0os membros, obtém-se
uma inequacao equivalente.

Exemplos:
A) Resolva a inequacéo a seguir:

Passo 1l 2x+2<14
Passo 2 2x<14-2
Passo 3| 2x<12
Passo 4 X<6
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O conjunto solucéo é formado por todos 0s nimeros inteiros positivos menores do que 6,
ou seja,
S={1,2,3,4,5}

B) Para determinar todos os numeros inteiros positivos considerando-se as duas
desigualdades segundo a expressao: 12 < 2x + 2 < 20, faz-se:

Passo 1 12< 2x+2 <20 Equacéo original

Passo0 2|12 -2 < 2x+ 2 -2 < 20 - 2|Subtraimos 2 de todos os membros
Passo 3 10 < 2X <18 Dividimos por 2 todos os membros
Passo 4 5< X <9 Solucao

O conjunto solucéo é S ={6, 7, 8}
No caso onde existam duas variaveis pode-se resolver a equacao pelo artificio grafico.
Exemplos:

A) 2x + 3y 20.

Inicialmente faz-se 2x + 3y = 0 para tracar-se a reta (em vermelho). Para se obter a area
(em amarelo) que representa a inequacdao verifica-se, por exemplo, se um ponto qualquer,
neste caso (1,1), pertence a area.

21+3120..520 K
E verdadeiro, entdo o ponto 1,1 ---50M
esta contido na area da inequacao. '

Be
™

B) Para um sistema de inequacdes dado por:

2Xx+3y>6
5x + 2y <20

Chega-se a seguinte solucéo grafica:

Sistema
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PESQUISA OPERACIONAL

"Existem duas maneiras de aumentar a eficiéncia de uma loja,
empresa, ou industria. Uma delas requer a melhoria tecnoldgica,
isto é, atualizacdo dos equipamentos, mudanca no processo
tecnoldgico, descoberta de novos e melhores tipos de matéria
prima. A outra maneira, até hoje muito menos utilizada, envolve
melhorias na organizacao do planejamento e da producéo. Isto é,
melhorias no processo de distribuicdo do trabalho entre as
maquinas da empresa, distribuicAio de matéria prima,
combustivel, entre outros fatores.” (Kantarovich, 1939 in Dantzig,
1963) apud Andrade et al. (2005)

1 - Sinopse Historica

Durante a Segunda Guerra Mundial, um grupo de cientistas foi convocado na Inglaterra
para estudar problemas de estratégia e de tatica associados com a defesa do pais. O
objetivo era decidir sobre a utilizacdo mais eficaz de recursos militares limitados. A
convocacdo deste grupo marcou a primeira atividade formal da Pesquisa Operacional
(PO) Montevechi (2000) Lisboa (2002).

Ainda segundo Lisboa (2002), apesar de ser creditada a Inglaterra a origem da PO, sua
propagacdo deve-se principalmente a equipe de cientistas liderada por George B.
Dantzig, dos Estados Unidos, convocada durante a Segunda Guerra Mundial. O resultado
deste esforco de pesquisa, concluido em 1947, foi a obtencdo do Método Simplex. De
acordo com Bouyssou (2002), em 1950 foi langada a primeira edicdo de estudos de PO
no mundo, publicacdo trimestral denominada Jornal da Sociedade de Pesquisa
Operacional.

O primeiro contato entre universidade e empresa para aplicacdo da PO foi o da PUC-RJ
com as empresas SOCIL e Anhanguera, para o desenvolvimento de programas de
minimizacdo de custo de racdes para animais, através de Programacédo Linear. Mas, 0s
principais setores a empregar essa técnica foram os de siderurgia (CSN, Cia. Vale do Rio
Doce), eletricidade (Cia Nacional de Energia Elétrica), transportes (FRONAPE), petréleo
(PETROBRAS, ESSO) e telecomunicacdes, além de grandes projetos e obras estatais.
Em funcédo disso, foi criada, em 1968, a Sociedade Brasileira de Pesquisa Operacional
(SOBRAPO) Agosti (2003).

2 — A Pesquisa Operacional

Ha varias definicbes de PO. Andrade (2000) destaca que €é uma metodologia
administrativa que agrega, em sua teoria, a economia, matematica, estatistica e
informética. Pode ter aplicabilidade na area gerencial, na obten¢édo de uma solucdo étima
por uma visao sistémica, por intermédio de métodos estatisticos e matematicos e na
construcéo de modelos e algoritmos computacionais.

De acordo com Montevechi (2000), PO é a preparacgédo cientifica das decisfes, visando a
modificacdo do bindmio "Experiéncia - Intuicdo” pela "Informacdo - Racionalidade”.
Destacando-se o termo “decisdao”, Agosti (2003) considera-o como um curso de acao,
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escolhido como o meio mais efetivo para obtencdo dos objetivos procurados, ou seja,
para resolver o problema detectado.

A PO aplica outras disciplinas cientificas na concepc¢éo, no planejamento ou na operacao
de modelos para atingir os seus objetivos. Ela insere objetividade e racionalidade aos
processos de tomada de decisdao, sem desconsiderar as questbes subjetivas que
caracterizam o0s problemas reais. Utiliza técnicas relacionadas aos campos da
programacdo matematica, da teoria dos grafos e dos conceitos, modelos e técnicas
probabilisticas.

As principais areas da PO séao:
e Programacdo Matematica (Programacdo: Planejamento de Atividades -
Matematica: representacdo por modelo matematico):
o Linear;
o Nao-linear;
o Inteira.
e Modelos de Redes:
o Transportes;
o Designacéo;
o Redes.
e Sistemas Inteligentes (Inteligéncia Artificial):
o Redes Neurais;
o Légica Fuzzy;
o Sistemas Especialistas.
e Teoria das Filas;
e Modelos de Simulacgéo;
e Programacéao Dinamica.

Em um estudo de PO ocorrem, normalmente, as seguintes fases (Montevechi, 2000):

1. Formulacdo (ou definicdo) do problema: consiste em estudar o sistema e estabelecer,
de uma maneira, bem definida o problema a ser considerado. Para isto, varios elementos
devem ser determinados: os objetivos a atingir, as restricbes que devem ser
consideradas, o inter-relacionamento entre o setor a ser estudado e outros, as possiveis
linhas de acao alternativas etc.;

2. Construcdo do modelo matematico: um modelo deve especificar as expressdes
guantitativas para o objetivo e as restricdes do problema em termos de suas variaveis de
decisdo. Existem varios tipos basicos de modelo que serdo vistos mais adiante. Antes da
construcdo de um modelo matematico deve-se responder a 4 perguntas:

1) Qual é a medida de efetividade do objetivo? Isto €, como sera expressa a
solugéo do problema (em reais economizados, unidades vendidas, itens produzidos
etc.)

2) Quais sao os fatores sob controle (variaveis controladas ou de decisao)?
Variaveis controladas: sdo variaveis que estdo sob o controle da
administracdo. Por exemplo, numa programacéo de producéo, a variavel de
deciséo é a quantidade a ser produzida num periodo.

3) Quais séo os fatores nao controlados (as variaveis nao controladas)?

Direitos autorais para Marcelo Sucena Pagina 6 de 65



Engenharia de Producgéo N
PESQUISA OPERACIONAL — PROGRAMACAO LINEAR

Variaveis ndo controladas: sdo variaveis que tém seus valores atribuidos por
sistema fora do controle da administracdo. Por exemplo, o custo de
producédo, a demanda de produtos e o preco de mercado.
4) Quais sao as relacdes entre estes fatores e 0s objetivos? Isto €, esta relagédo
pode ser expressa em forma de relaces matematicas que constituirdo um modelo
do problema?

3. Obtencdo de uma solucédo a partir do modelo: para modelos matematicos é dito que a
Solucdo é Otima. Para modelos de simulacdo ou heuristicos obtém-se solucdes
aproximadas do sistema.

4. Teste do modelo e avaliacdo da solucdo obtida: o critério indicado para julgar a
validade de um modelo deve predizer, ou ndo, os efeitos relativos as alternativas, com
suficiente precisdo, de maneira a permitir uma satisfatoria decisao.

5. Estabelecimento de controle sobre a solugédo: sempre que uma solucao e a estratégia
para uma acgao futura sao aplicadas repetidamente, esta solucao deve ser mantida sob
controle. Isto é feito identificando-se os parametros criticos, determinando-se
estatisticamente as variagdes relevantes nesses parametros e finalmente ajustando a
solucdo, e consequente, a linha de acdo, sempre que uma variacdo € observada.

6. Implantacdo da solucdo: deve-se assegurar que a solucdo € corretamente
transformada em um procedimento operacional, como também, necessita-se corrigir
gualquer imperfeicdo descoberta na solucéo.

Goldbarg et al.(2000) destacam que o processo de modelagem depende do espirito critico
do analista, mas resumem que essa modelagem serve para determinar a alocacdo de
recursos limitados (ou restritos) e que podem ser disputados por atividades (ou eventos)
alternativas. Eles sugerem ainda que, mesmo que a qualidade da andlise dependa da
visdo do analista, propfe-se, como forma de auxilio a seguinte sequéncia para a
modelagem de problemas de programacgédo matematica:

a) Traducéao das condi¢des do problema:
a.1l) definicdo das variaveis controlaveis (de decisdo ou controle) e nao-
controlaveis (externa ou de estado);
a.2) elaboracéo da funcéo-objetivo e do critério de otimizacao;
a.3) Formalizacéo das restricdes do modelo.

b) Construcdo do modelo:
b.1) elaboracéo da estrutura de entrada e saida de informacdes;
b.2) determinacéo das formulas de inter-relacao;
b.3) entendimento dos horizontes de tempo.

c) Andlise:
c.1) anélise da sensibilidade da solugéo;
c.2) levantamento da precisdo dos dados;
c.3) avaliacdo da estabilidade computacional,
c.4) levantamento de outras especificacdes para o modelo.

d) Implementagéo dos resultados.
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3 — Problemas de Decisao

Hoje em dia os gestores deparam-se, a todo 0 momento, com problemas que, na grande
maioria das vezes, necessitam ser resolvidos 0 mais rapido possivel. Neste ambiente
competitivo, esses problemas reais devem ser analisados baseando-se em metodologias
gue permitam vislumbrar as vantagens, desvantagens, ou seja, as suas caracteristicas
essenciais, de forma que o tomador da decisdo possa comparar as alternativas e decidir
pela opcédo que julgar mais adequada.

Gomes et al. (2002) salienta que a palavra “decisao” € formada por “de”, que em latim
significa parar, extrair, interromper, que se antepde a palavra “caedere”, que representa o
verbo “cortar”. Considerando o conjunto, “deciséo” refere-se a “parar de cortar’ ou “deixar
fluir”.

O mesmo autor destaca que “decidir” pode ser definido como o processo de colher
informacgdes, atribuir importancia a elas, posteriormente buscar possiveis alternativas de
solucéo e, depois, fazer a escolha entra as op¢des disponiveis.

Existem pelo menos dois atores envolvidos no processo decisorio: o analista e o tomador
da decisdo. O primeiro é o responsavel pela analise do problema, estruturando-o e
identificando todas as interfaces com o sistema problemético. O segundo é o responsavel
pelo processo decisério, assumindo as responsabilidades pela alternativa escolhida.
Cabe, neste momento, definirem algumas questbes concernentes a sistemas. Segundo
Honigbaum (1993) um sistema é um conjunto de componentes interligados, com vistas a
realizar um fim comum.

Ja a definicdo do Prof. Chinol apud Honigbaum (1993) ressalta a importancia da analise
das influéncias entre os componentes de um sistema: “um sistema é um conjunto de
elementos dotados de uma organizacao e sujeitos, por essa razao, a interacdes muatuas.

Pereira (2004) unifica em uma definicdo de sistema 0s conceitos importantes de outros
autores e inclui a necessidade da andlise conjunta dos controles dos componentes:
‘sistema € um conjunto determinado de elementos ou componentes discretos,
interconectados ou em interacdo dinamica, organizados e agenciados em funcdo de um
objetivo, fazendo o referido conjunto, objeto de um controle.”

Um sistema pode ser entendido também como um conjunto de elementos
interdependentes e interagentes inseridos em um ambiente; um grupo de unidades
combinadas que formam um todo organizado e cujo resultado € maior do que o resultado
gue as unidades poderiam ter se funcionassem independentemente.

Pontes (1991) destaca que pode haver definicdes de sistema de acordo com a area de
analise. Ele cita Pereira (1988) que define sistema no campo da engenharia como um
sistema técnico: “alguma coisa capaz de pOdr em execugdo um processo operacional,
onde alguma coisa é operada para produzir alguma coisa®“.

Considera-se ambiente ou meio ambiente tudo que ndo esta incorporado a estrutura
intrinseca do sistema.
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A figura 1 a seguir expbe resumidamente, como é constituido um sistema, 0s seus
componentes e como esté inserido no meio ambiente.

Ligacdo entre componentes ou interface
de constranaimento

Limite do Sistema

eio Ambiente

Componente ¢

Figura 1 - Representacdo simbolica de um sistema. Fonte: Sucena et al. (2005).

Agosti (2003) salienta que os elementos de um problema de decisédo sao:

a) As alternativas: Sao as possiveis solucfes do problema.

b) Os estados da natureza: S&o as ocorréncias futuras que podem influir sobre as
alternativas, fazendo com que elas possam apresentar mais de um resultado.

c) Os resultados: Sao as consequéncias das alternativas. Uma alternativa pode ter mais
de um resultado. E preciso selecionar os resultados relevantes para o problema em
guestao.

As alternativas disponiveis para o tomador de decisdo sao resultado da avaliacao de fatos
que compdem um problema, que por intermédio de métodos de organizacao,
transformam-se em informacdes. Esses passos, quando executados em sequéncia logica,
redundardo em conhecimento, que quando acumulados em uma base de dados, servirdo
para subsidiar outras decisées no futuro. A figura 2 apresenta cada etapa dessa
sequéncia até a obtencdo do potencial competitivo empresarial.

DADOS I—> INFORMACOES

A 4

ALTERNATIVAS

POTENCIAL
COMPETITIVO

CONHECIMENTO DECISAO

Figura 2 — Passos para a obtencdo do potencial competitivo em uma organizacao

Lachtermacher (2004) relata que no processo de tomada de decisdo deve-se considerar,
em conjunto, a intuicdo do decisor e as informacdes que determinardo as alternativas
disponiveis para a solucdo do problema. Estas informac¢des séo resultado do tratamento
de dados que representam um “mini mundo® ou “mundo simbdlico”.

A analise do “mini-mundo” auxilia a construgdo de um modelo que representa um
problema real existente, como meio de analisd-lo e compreendé-lo, objetivando
apresentar o desempenho que se deseja. Um problema real € um conjunto complexo de
variaveis que dita o comportamento deste e que pode ser modelado, para efeito de
analise, por uma estrutura simplificada Andrade (2000).
Ainda de acordo com o autor, essas variaveis podem ser categorizadas da seguinte
forma:

e De decisao: definidas pelo analista como fornecedoras das informagdes que

assistem a deciséo;
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e Controlavel ou enddgena: é o resultado do processamento do modelo;
e Nao-controlaveis ou exdgenas: sdo valores externos ao modelo que representam
as hipoteses assumidas ou as condi¢cdes que devam ser respeitadas pelo modelo.

O processo de solucdo de um problema passa pela construcdo do modelo que o
represente. Lachtermacher (2004) exp0e este processo com cinco etapas: identificacéo
do problema, formulacdo do modelo, analise dos cenarios, interpretacédo dos resultados e
implementacdo e monitoracdo. Cada uma das etapas se liga a subsequente. A posterior
retroalimenta a anterior para reavaliacdo da fase executada. A experiéncia do analista se
encaixa aos dados enviados na retroalimentacdo, promovendo a melhoria do modelo.

Identificacdo |+{ Formulagdo |+ Analisedos |» Interpret.dos |® Implement. e
do Problema [¢| do Modelo [*¢ Cendrios [¢| Resultados [©| Monitoracéo

=

Experiéncia
do Analista

<« - Avaliacéo da etapa

Este diagrama pode ser bem entendido observando-se a figura 3.
Figura 3 — Etapas para a solucdo de problemas. Fonte: Adaptado de Lachtermacher
(2004).

De acordo com Andrade (2000), a fase “identificacdo do problema” passa por trés
aspectos principais:

e Descricdo dos objetivos do estudo que auxiliara a solu¢do do problema;

e Caracterizacao das alternativas disponiveis que balizardo a deciséao;

e |dentificacéo das limitacdes, restricbes e exigéncias que influenciam o problema.

Na fase “formulacdo do modelo” € o momento da escolha da técnica mais apropriada para
descrever matematicamente o problema. Também nessa fase o analista procura entender
como é o problema real para poder “traduzir’ a realidade. A confiabilidade do modelo
depende da qualidade da descricdo do problema, obtida na primeira etapa, e da
percepc¢ao do analista quanto aos quesitos e atores envolvidos.

As fases “analise dos cenarios” e “interpretacdo dos resultados” servem para validar o
modelo, ou seja, verifica-se se o comportamento do modelo representa o problema real,
considerando a inexatiddo do processo. Geralmente faz-se isso se utilizando dados reais
para verificar-se se ha veracidade na reproducdo do comportamento do problema.

A “implementagao e monitoragdo” do modelo € o momento da sua utilizagdo operacional,
isto é, na pratica do dia-a-dia. Necessita-se entdo que 0 analista possa acompanhar a
implementacéo e as saidas obtidas apds o processamento, para que sejam ajustadas as
variaveis que estejam degradando os resultados.

4 —Tipos de Modelo
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Um estudo de PO serve para representar uma situacdo fisica por intermédio de um
modelo. Um modelo de PO pode ser definido como uma representacao idealizada de um
sistema organizacional. Este sistema pode ja ser existente ou pode ainda ser uma ideia a
espera de execucdo. Montevechi (2000)

De acordo com Ackoff (1974) e Goldbarg et al. (2000), existem trés tipos de modelos que
sdo utilizados na PO:

Iconicos: representam-se as propriedades dos objetos reais em escalas diferentes.
Exemplos: modelos expostos nos planetarios do sistema solar (escala reduzida) e
modelo de atomo em escala ampliada.

Analdgicos: usam um conjunto de propriedades para representar outro conjunto de
propriedades.

Exemplo: curvas de nivel num mapa analogo as elevacoes reais e representacao
de um sistema elétrico por um hidraulico.

Simbdlicos: utilizam letras, nimeros ou outros tipos de simbolos para representar
as variaveis e as suas relacdes. Considera-se esse modelo como abstrato. Eles
podem ser representados por relacbes matematicas que refletem a estrutura do
sistema real.

Andrade (2000) destaca que dependendo da forma de abordagem do analista e da
natureza da decisdo, os modelos podem ser classificados como:

Conceituais: estruturam as informacfes e as fases do problema de forma
sequencial e légica;

Heuristicos?: sdo utilizados quando a complexidade do problema n&o possibilita a
utilizacao de relacdes matematicas;

Simbdlicos ou Matematicos: parte do pressuposto que as variaveis do problema
podem ser quantificaveis.

Lachtermacher (2004) distingue trés tipos basicos de modelos:

Fisicos: sdo modelos que apresentam as caracteristicas fisicas do fenébmeno ou
objeto;

Anédlogos: sdo representacdes, geralmente gréaficas, que representam um
fendbmeno, tal como mapas e escala de medidores;

Matematicos ou simbdlicos: onde as grandezas do fenébmeno, e as suas relacdes,
sdo representadas por variaveis de decisdo, que na maioria das vezes sao
guantitativas.

Lisboa (2002) destaca que em um modelo matematico sé@o incluidos trés conjuntos
principais de elementos:

As variaveis de decisdo e parametros: variaveis de decisdo sdo as incégnitas a
serem

determinadas pela solucdo do modelo. Parametros sao valores fixos no problema;

As restricdes: consideracdes sobre as limitagdes do sistema, o modelo deve incluir

restricdes que limitam as variaveis de deciséo a seus valores possiveis (ou viaveis);

2Heuristica: Método de solucdo de problemas indutivo baseado em regras derivadas do senso comum ou da experiéncia de um
modelo tedrico da matematica. Fornece uma base geral para a solugdo de problemas, contrastando com abordagens estritamente
algoritmicas, que nunca variam.
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e A funcdo-objetivo: € uma funcdo matematica que define a qualidade da solucdo em
funcado das variaveis de deciséo.

Andrade (2000) destaca que é mais comum a solucédo de problemas baseando-se na PO
utilizarem modelos matematicos, que podem ser divididos em modelos de simulagéo e de
otimizacao (solucéo analitica).

4.1 — Exemplos de Modelagem

Uma empresa que produz janelas e portas de polietileno, de alta qualidade, utiliza trés
secdes na sua linha de producgéo:

1) Serralharia: produz estruturas de aluminio;

2) Carpintaria: produz estruturas de madeira;

3) Montagem: monta as portas e janelas.

Devido a reducéo drastica dos seus lucros, o diretor de producédo decidiu reorganizar o
seu sistema fabril, propondo produzir, somente, dois produtos que tém melhor aceitacao
entre os clientes.

Séo eles:

v' Produto 1: porta de polietileno com estrutura de aluminio.

v Produto 2: janela grande de polietileno com estrutura de madeira.

A area de marketing concluiu que a empresa podera vender qualquer dos dois produtos,
considerando a capacidade de producéo disponivel. Como ambos os produtos partilham a
secdo de montagem, o gerente solicitou ao Departamento de Planejamento e Controle da
Producéo a solucao deste problema.

O PCP para avaliar o problema, procurou os seguintes dados:

A) Qual é a capacidade de producdo, por minuto, de cada se¢do a ser utilizada na
producdo de ambos os produtos?

B) Qual é a capacidade de producédo, por minuto, de cada secdo a ser utilizada para
produzir uma unidade de cada produto?

C) Quais séo os lucros unitarios de cada produto?

Os resultados desses questionamentos estdo resumidos na tabela a seguir.

Secdo Produto 1|Produto 2Ca_Lpacid,ade
(porta) | (janela) | disponivel
Serralheria 1 0 4
Carpintaria 0 2 12
Montagem 3 2 18
Lucro unitario (R$)] 3,00 5,00

Modelagem:

X1 — Quantidade do produto 1 a se fabricar.
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X2 — Quantidade do produto 2 a se fabricar.

Lucro — ;MaximizarL=3X1 +5 Xz}' Funcio-obietivo

sujeito a
Serralheria — 1X1<4 :
Carpintaria — izxz <12 E Restricdes de Producéo
Montagem — 13X+ 2%z <18 |
X1 >0, X2 >0 Restrigdes Naturais (Produgio nio-negativa)

EXERBIEEE (Adaptado de Nogueira, 2007)

Uma industria produz dois tipos de produtos, sendo que cada um consome uma certa
guantidade de horas para ser produzido em trés maquinas. Os tempos estdo expostos na
tabela a sequir.

Produto / Tempo na Maquina A B C
(h)
1 2 1 4
2 2 2 2
O tempo maximo semanal de uso das maquinas é:
Maquina Tempo por Semana (h)
A 160
B 120
C 280

O lucro obtido por cada produto é:

Produto Lucro (R$)
1 1,00
2 1,50

Quanto se deve fabricar de cada produto, de modo que seja obedecida a capacidade
operativa das maquinas, com o maior lucro possivel?

Modelagem:

X — Quantidade do produto 1 a se fabricar.
Y — Quantidade do produto 2 a se fabricar.

Funcao-objetivo (maximo lucro):
MAX R =X+ 1,5Y
Sujeito a
2X + 2Y < 160 — Restricdo de Tempo na Mag.A
X+ 2Y <120 — Restricdo de Tempo na Maq.B
4X + 2Y < 280 — Restricdo de Tempo na Maq.C
X, Y 2 0 — Restricbes Naturais (Producdo ndo-negativa)

BXERMBIEE (Adaptado de Nogueira, 2007)
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Suponha que para construir uma casa popular por més, uma construtora necessite de 2
pedreiros e 4 serventes. Para construir um apartamento no mesmo intervalo de tempo, a
mesma construtora necessita de 3 pedreiros e 8 serventes. A construtora possui um
efetivo total de 30 pedreiros e 70 serventes contratados. A construtora obtém um lucro de
R$ 3.000,00 na venda de cada casa popular e de R$ 5.000,00 na venda de cada
apartamento e toda "producdo” da construtora é vendida. Qual é a quantidade 6tima de
casas populares e apartamentos que a construtora deve construir para que esta obtenha
lucro maximo.

Qtd. de Funcionérios / Tipo de Cas | Apart.
Edificacdo a
Pedreiro 2 3
Servente 4 8

Lucro de cada edificagao:

Casa Apart.
Lucro (R$) 3.000,0 | 5.000,0

Disponibilidade da méo-de-obra:

Disponibilidad
e
Pedreiro 30
Servente 70

Modelagem:

Q. — quantidade de casas populares construidas;
Q. — quantidade de apartamentos construidos.

MAX M = 3.000Q1 + 5.000Q2

Restricdes:
20Q1 + 3Q2 < 30 — Restricao de Pedreiros
4Q1 + 8Q2 < 70 — Restricao de Serventes
Q1, Q2 2 0 — Restricdes Naturais (Producao ndo-negativa)

FAZER Exemplos da apostila UNESA (Eduardo Leopoldino de Andrade): PROBLEMA 1 a
3

4.2 - Modelos de Otimiza¢édo na Programacao Matematica

Conceito intuitivo de Otimizar, segundo Lima Jr. et al.
(2004):
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Fiz o melhor que pude...
v" “melhor” diz respeito a Funcao-objetivo;
v' “que pude” refere-se as Restricdes a otimizacao.

Os métodos de otimizacao, neste caso, sao:

a) Programacéo Linear

E um caso particular dos modelos de programac&o matematica, pois as variaveis sao
continuas e representam o comportamento do modelo (funcéo-objetivo e restricbes) de
forma linear.

Os problemas de programacéo linear ndo apresentam as seguintes expressoes: X"
(para n # 1), log a (X) (para qualquer base a) e a* (para qualquer valor de a).

b) Programacéao nao-linear

Se existe algum tipo de ndo-linearidade, tanto na funcéo-objetivo quanto nas
restricdes. Existem as programacdes matematicas Concava, Convexa e Quadratica. E
possivel transformar os problemas de programacéo ndo-linear para linear, melhorando
a qualidade do resultado devido a eficiéncia desses algoritmos.

c) Programacao inteira
Se alguma variavel ndo puder assumir valores continuos, ficando restrita a valores
discretos.

5 - Programacéo Linear

E uma técnica da Pesquisa Operacional utilizada para resolver determinada classe de
problemas em que se procura alocar recursos limitados a atividades ou decisdes diversas,
de maneira 6tima (solucdo 6tima). Este tipo de problema aparece frequentemente nos
setores de planejamento e operac¢Bes de industrias, empresas de transporte, 6rgaos
governamentais etc..

Entende-se por solucdo Otima aquela, dentre todas as solucdes viaveis, que produz o
melhor (menor ou maior, dependendo do problema) valor da fung&o-objetivo.

Os trés principais grupos de problemas que podem ser resolvidos por Programacao
Linear s&o os seguintes:

a) Misturas de ingredientes com composicdo e precos conhecidos, para atender a
determinadas especificacdes (de composicdo ou de estoque), a custo minimo ou lucro
maximo. Utilizada para balancear racdes para animais, refeicdes, abastecimento de
comunidades ou tropas, utilizacdo parcelada de combustiveis, lubrificantes, fertilizantes e
corretivos, defensivos agricolas, perfumes e cosméticos, ligas metalicas, no auxilio para
as industrias de alimentos etc.

b) Transporte, distribuicdo ou alocagao, em que se procura determinar as quantidades a
transportar, segundo as vias alternativas possiveis, a frequéncia ou periodos de
transporte e as especificacdes quanto a operacao levando em conta os custos (fretes,
riscos capital empatado, prémios e multas, embalagem, armazenamento, capacidade dos
meios etc.). Entre as areas de utilizagcdo citam-se: abastecimento, distribuicdo de
produtos, transporte de cargas ou pessoas etc..

Direitos autorais para Marcelo Sucena Pagina 15 de 65



Engenharia de Producgéo N
PESQUISA OPERACIONAL — PROGRAMACAO LINEAR

c) Programas de Producéo ou limitacdo de recursos nos setores agricolas, industriais ou
de servigos, como o seguinte modelo tipico: uma empresa oferece varias alternativas de
servicos ou pode fabricar ou produzir varios bens; conhecem-se as quantidades de
insumos necessarios para a producdo de uma unidade do bem ou servi¢o; conhecem-se
as restricbes do mercado quanto aos limites inferiores e superiores de produgcdo ou
demanda do bem ou servi¢o; conhecem-se as disponibilidades dos insumos por parte da
empresa; conhece-se o valor ou lucro unitario dos bens ou servicos a serem produzidos;
deseja-se obter o melhor programa de produgcdo que pode ser: maximizar os lucros,
maximizar o volume de produgcdo, maximizar ou minimizar o emprego de determinado
insumo, minimizar o tempo ocioso de pessoas ou equipamentos etc..

A representacdo matematica de um problema de Programacéo Linear (PL) tem a seguinte
forma:

Otimizar a funcdo-objetivo (maximizar ou minimizéZ = f (x, X,,--+, X,)

Sujeito a (restricdes do problema) Q05 % %) <
(%5257 - %)

\Spgte)

I\

Sendo:

Xj: variaveis de decisdo para j=1,2,...n;

bj: quantidade disponivel de um determinado recurso para j=1,2,...m;
n: quantidade de variaveis de decisdo do modelo de PL;

m: quantidade de restricdes do modelo de PL;

f(x1, X2,...,xn): funcéo-objetivo do modelo de PL;

gi(Xa, X2,...,Xn): restricbes do modelo de PL para j=1,2,...m.

Conforme citado anteriormente, o termo "linear" significa que todas as funcdes definidas
no modelo matematico que descreve o problema devem ser lineares, isto €, se

fO5.5¢.- ->6) e cada uma das 9OE>%- %), parai de 1 até m, forem fungdes lineares.

Considerando-sef (Xi Xp1e0 X)) =CX +C X+ +C X @ 05 (X Xp 0o, X)) = QX + X, +. 4+ 3 X,
chega-se a seguinte representacdo matematica (FORMA PADRAO), utilizando-se as
restricdes, por exemplo, como equacoes:

Min ou Max Z =c¢X, +C,X, +...+C X,
Sujeito as restricdes

a X, +a,X,+..+a,X,=b

a, X, +a,X,+...+a,, X, =hb,

a X, +a.,X,+...+a,,X,=b,,

Considerando qu X; >0  p&éi=12,...,n
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De acordo com Cintra (2007), um problema de programacéo linear, na forma matricial,
tem o seguinte formato:

Min z = cx b, c,

Q. e A&, X
S.a. _ c
— A=l 8ype By | b=| t| oo| 2| 42| %
Ax=Db .
a‘ml"' amZ"' a‘mn
x>0 bm C, X,

A matriz A contém os coeficientes das restricdes e € denominada matriz de restricdes, o
vetor b contém os coeficientes dos recursos (termos independentes), o vetor ¢ € formado

pelos coeficientes da funcdo-objetivo e x é o vetor com as variaveis de controle ou
deciséao.

O modelo do exemplo 1 pode ser representado, na forma matricial, como se segue:

Maximizar L =3X1 +5 X2
s.a.
X1<4
2X2<12
3X1+2X2<18
X1 >20,X2 >0
4

10
3 X
A=10 2| b=|12| c= X=
5 X,
3 2 18

Exercicio: Escrever os exemplos de modelagem 2 e 3 na forma de matriz.

Pode-se também escrever um problema de PL na forma Candnica:

Min Z =c¢; X, +C,X, +...+C X, Max Z =c¢;X +C,X, +...+C X,
Sujeito as restricdes Sujeito as restricdes
a X, +a,X, +...+a,X,=>b a X, +a,X,+...+a,X,<b
a, X, +a,X,+...+a,, X, =>b, a, X, +a,X,+...+a,,X,<hb,
a X, +a,,X,+..+a,X,=b,, a X, +a,,X,+...+a,X,<b,,
Considerando que X, >0 para i=12,..n, Considerando que X; >0 para i =12..1,

Nessas expressfes, amn, bm € Ch S&0 NnUMeros reais, xi (i=1, 2, ..., n) sdo as variaveis de
decisdo do problema, n é o numero de variaveis de decisdo, m é o numero de restri¢cdes.

A Programacéo Linear procura os valores de xi, quando esses valores existirem, de modo
a se atingir o maximo ou o minimo da fun¢ao-obijetivo.

As restricfes indicam as limitacdes de uma maneira geral, sejam elas fisicas, de recursos
humanos, monetarias, socio-econdmicas etc..
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As constantes bi, bs,..., bm devem ser positivas e representam o nivel maximo que se
pode atingir para cada um dos recursos.

5.1 - Operacgdes para Adequacédo do Modelo de PL

Apbs a modelagem de um problema utilizando-se a programacéo linear, pode-se obter
uma estrutura que nao esteja adequada. Sendo assim, € viavel saber como adequa-la
sem perder as propriedades matematicas do modelo original. As regras para adequacao
séo:

A) Modificacédo do Critério de Otimizacéo: Min Z = -Max(-Z), ou seja, deve-se maximizar -Z
e, ao final, tomar o valor 6timo com o sinal trocado.

Exemplo: Min Z =c1 X1+ c2 X2+ ... + cnXn paraMax -Z = Max Z'= - c1 X1- C2X2- ... - CnXn

B) Eliminacdo das Variaveis Livres: para variaveis de decisdo sem restricdo de nao-
negatividade (variaveis irrestritas ou livres), como por exemplo X, pode-se introduzir duas
novas variaveis ndo-negativas X’ 2 0 e X” 2 0 e realizar a substituigao de variaveis: X = X’
_ XU.

Exemplo:

Max W = 3X1 + 4X2
Sujeito a

5X1<15

3X223

X120 e X2 livre

X2 ndo aparece na restricdo natural ou de ndo negatividade, e por isso, € considerada
uma variavel livre. Faz-se o seguinte:

X2 =X2' - X2"”

Reescrevendo o modelo de PL tem-se:

Max W = 3X1 + 4X2’ - 4X2”
Sujeito a

5X1 =15

3X2'-3X2" =23

X1, X2, X2" 20

Obs.: Se existirem duas ou mais variaveis livres podem-se substitui-las utilizando-se uma
Unica variavel auxiliar.

Exemplo:

Max W = 3X1 + 4X2 + 5X3
Sujeito a

5X1 =15

3X223

2 X323

X120 e Xz, X3 livres
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Xo=X2' —vae Xz=X3 -va

Max W = 3X1 + 4 (X2'—va) + 5 (X3’ — va)
Sujeito a

5X1<15

3(X2'—=va)=3

2(Xs’—va)=3

X1, X2', X3’, va =0 e X2, Xz livres

C) Restricdes em Igualdade: Uma igualdade pode ser convertida em duas inequacdes da
seguinte maneira:

Exemplo: a1 X1+ azX2=b paraai X1+ azXz2beai1 X1+ a2Xz2 b

D) Restrigbes do Tipo =: podem ser convertidas em restricdes do tipo < multiplicando-se a
inequacao por -1.

Exemplo: a1 X1+ a2 X2 b para - a1 X1- a2 X2 (0[J-b
E) Eliminando uma Restri¢do tipo Inequacéo (uso dos sinais >, 0000 0oul 000
Para < ou [J[I[]

a1 X1+ a2 X2 [101b insere-se uma variavel auxiliar (neste caso de folga), ficando a1 X1 + a2
X2+ A1 [J(b, sendo que F1 0000

Para > ou [J[1[]
a1 X1+ a2 X2 [J(b insere-se uma variavel auxiliar (neste caso de excesso), ficando a1 X1 +
a2 X2- A1 [J[b, sendo que E1 (1010101

Exemplo:

Min Z = -4X1 + 5X2
Sujeito a
X1+2X2=3

X1— X2 O00O5

X1 000

A)Max Z’ = -Z = 4X1 - 5X2
B) Eliminacao da variavel livre: X2 = X2' — X2”
Substituindo no modelo matemaético:

Max Z’ = -Z = 4X1 - 5X2" + 5X2”
Sujeito a

X1+ 2X2'-2X2"=3

X1—X2' + X2” 15

X1, X2', X2” 000
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C) Transformando a 12 restri¢cdo de igualdade em duas inequagoes.

Max Z’ = -Z = 4X1 - 5X2" + 5X2”
Sujeito a

X1+ 2X2"-2X2"11 3

X1+ 2X2' - 2X2"00 3

X1— X2+ X2” 005

X1, X2', X2” 000

D) Transformando as restricbes de [J[Jparall[][]

Max Z’ = -Z = 4X1 - 5X2" + 5X2”
Sujeito a

- X1-2X2' +2X2”00 3

X1+ 2X2"-2X2"11 3

- X1+ X2' - X2” 0015

X1, X2', X2” 000

5.2 - Solucédo Grafica

A solucdo grafica é utilizada para solucdo de problemas de PL simples com duas
variaveis de deciséo.

Inicialmente cabe relembrar como € a representacdo de uma inequacdo. Uma
desigualdade pode ser representada em um plano cartesiano por um semi-plano,
conforme figura a seguir que expde a inequacgao 2x + 3y < 6 (Souza et al., s/d).

AY

[
»

0 3\ X

2xt+iy=4§

Exemplo 1 (Adaptado de Souza et al., s/d):
Max Z = 3X1 + 4X>

Sujeito a

2,5X1+ X220

3X1+3X2<30

X1+ 2X2<16

X120, X220
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12 Restricdo: 2,5 X1 + X2 =20 — para X2=0, X1 =20/2,5=8 — para X1 =0, X2 =20
A

X
Reta a
20

Y X;
8
22 Restricdo: 3 X1+ 3 X2=30 — para X2=0, X1 =30/3=10 — para X1 =0, X2=10

A
Xz

Reta b
10

10 X

32 Restricdo: X1 +2 X2=16 —» paraX2=0, X1=16 — paraX1=0,X2=16/2=8

X, A

Reta c
~
8

Xy

16

Como as restricbes deste problema de PL sdo dadas em forma de desigualdades, entdo a
solucdo grafica do conjunto de restricbes serd um poligono convexo (nao
necessariamente fechado) que recebe o nome de Regiéo de Solugbes Viaveis (R.S.V.). A
solucéo 6tima do problema de programacéo linear serd um dos vértices desse poligono.

Um poligono é convexo se, por intermédio de um segmento de reta formado por dois
pontos quaisquer dento do conjunto convexo (R?), todos os seus infinitos pontos fazem
parte deste conjunto.

Exemplos:

Para este caso de maximizacéo, deve-se encontrar o ponto 6timo. Comeca-se tracando a
reta que anula a fungao-objetivo, ou seja, a reta que passa pela origem (X1 =0, X2=0e Z
= 0) e que corresponde a Z = 0, representando a situacado mais desfavoravel; em seguida
procura-se o vertice do poligono pelo qual passa a reta paralela a reta tracada
anteriormente, ponto esse que deve ser o mais afastado possivel (visto que o problema é
de maximizacgao).
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As equacdes de reta que representa Z = 0 e as paralelas que se destinam ao vértice mais
afastado do poligono convexo sdo também conhecidas como “equagdes equipotenciais”.

A solucdo completa pode ser observada na proxima figura.

Solugio dtima

N

O | S | X

; 16

“ g 10 \\\ 1

. s
. .
S Z maximo
T T L Z=0
.

Exemplo 2 da Modelagem (Adaptado de Souza et al., s/d):

Lucro —» Maximizar Z = 3X1 + 5X2
sujeito a
Serralheria —» X1<4
Carpintaria — 2X2<12
Montagem — 3X1+ 2X2< 18
X1 >0,X2 >0

1) Identificar os valores de (X1, X2) que satisfacam todas as restricbes (regido de

solucdes viaveis).

2) X1 >0, X2 > 0 (restricdo natural) = a solucdo esta no 1° Quadrante.

3) X1 £ 4 (12restricdo) = a solucao esta a esquerda ou sobre areta X1 =4.

4) 2X2< 12 (22 restricdo) = X2 < 6 = asolugdo esta abaixo ou sobre a reta X2 = 6.

5) 3X1+ 2 X2 <18 (32 restricdo) = a solucéo esté abaixo ou sobre a reta 3X1 + 2X2=18.

6) Tracar a reta 3X1 + 5X2 = 0 e caminhar com outras, em paralelo, até atingir o Gltimo
ponto (solucdo 6tima) da RSV.

A proxima figura expde, de forma grafica, 0os passos anteriores.
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3Xy +2x2=18

X1:4

X2=6

T7-.Z=36=3x1 +5x.
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O objetivo da Programacéo Linear é determinar, entre as solucdes viaveis, a que seja

“melhor”

considerando o resultado da funcéo-objetivo. Se for um problema de

minimizacao, “melhor” representa o menor valor da fungao-objetivo; se o problema for de
maximizag&o, procura-se o maior valor.

Todo problema de Programacado Linear parte de alguma hip6tese que sdo assumidas
guando se tenta resolvé-los. Quais sdo (Lachtermacher, 2004):

Proporcionalidade: o valor da funcéo-objetivo é diretamente proporcional ao nivel
de atividade de cada variavel de deciséo;

Aditividade: considera as atividades, representadas pelas variaveis de deciséo, do
modelo como entidades totalmente independentes, ndo permitindo que haja
interdependéncia entre as mesmas, isto €, ndo permitindo a existéncia de termos
cruzados, tanto na funcéo-objetivo como nas restri¢coes;

Divisibilidade: assume que todas as unidades de atividade possam ser divididas
em qualquer nivel fracional, isto €, qualquer variavel de decisdo pode assumir
qualquer valor fracionario;

Certeza: assume que todos os parametros do modelo s&o constantes conhecidas.
Em problemas reais, a certeza quase nunca € satisfeita, provocando a necessidade
de analise de sensibilidade dos resultados.

Direitos autorais para Marcelo Sucena

Pagina 23 de 65



Engenharia de Producgéo N
PESQUISA OPERACIONAL — PROGRAMACAO LINEAR

Solucdes Possiveis

1) Solugdo 6tima unica e finita: se a solucdo étima é finita e Unica entdo a solucéo esta
em um dos extremos do poligono convexo.

1 X2
T (X1, X2) otimo

Z’

2) Nao ha Solucéo Viavel: quando nao se consegue definir uma area que atenda a todas
as restricbes ao mesmo tempo;

X2

/

X1

3) Solucdo Otima llimitada: quando a funcdo-objetivo pode crescer indefinidamente, isto
€, ndo ha nenhuma restricdo que limite o seu crescimento;

+ X2
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4) Mudltiplas Solucdes: quando a funcdo-objetivo recai sobre uma aresta do espaco de
solucao, isto é, é paralela com uma restri¢cao limitante.

4 XZ A X2

— Infinitos
~~~~~~~~~~ _ (X1, X2) 6timos

Infinitos
(X1, X2) 6timos
;Xl

Notar que as vezes uma ou mais restricdes ndo participam da determinacao do conjunto
de solucdes viaveis. Elas séo classificadas como redundantes, ou seja, quando ha a sua
exclusao do conjunto de restricbes em um problema de PL, o conjunto das solucdes
viaveis néo se altera.

Existem alguns teoremas que sustentam os estudos sobre programacao linear. Sao eles:
1 — O conjunto de todas as solu¢@es viadveis de um modelo de PL é um conjunto convexo.
2 - Toda solucdo compativel basica do sistema linear de um modelo de PL é um ponto
extremo do conjunto de solucdes viaveis.

3 — Se a funcéo-objetivo possui um unico ponto 6timo finito, entdo este é extremo do
conjunto convexo de solucdes viaveis.

4 — Se a funcao-objetivo assume valor 6timo em mais de um ponto do conjunto de
solucdes viaveis, entao ela assume este valor para pelo menos dois pontos extremos do
conjunto convexo e para qualquer combinacdo convexa desses pontos extremos.

5.3 - Método Simplex — Problemas de Maximizacao (baseado em Lisboa, 2002)

O nome “simplex" esta relacionado com o conjunto de restricdbes lineares que
representam geometricamente uma figura chamada simplexo, que € o0 equivalente aos
poliedros no espaco e aos poligonos no plano como citado anteriormente. Esse método
pesquisa os vértices do poliedro de restricdes.

O método Simplex esta fundamentado nos seguintes teoremas:

e O conjunto de todas as solu¢fes viaveis de um modelo de Programacéo Linear forma
um conjunto convexo.

e Toda solucdo compativel basica do sistema de equacdes lineares de um modelo de
Programacao Linear € um ponto extremo do conjunto de solugfes viaveis, isto é, do
conjunto de convexo de solugdes.

e Se a funcado-objetivo possui um o6timo finito, entdo pelo menos uma solucéo oOtima é
um ponto extremo do conjunto convexo de solucdes viaveis.
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e Se a funcéo-objetivo assume o 6timo em mais de um ponto extremo do conjunto de
solucdes viaveis, entdo ela toma o0 mesmo valor para qualquer ponto do segmento da
reta que une esses pontos extremos.

Resumidamente, o método Simplex é um algoritmo que permite resolver problemas de
Programacao Linear. A ideia basica do método Simplex consiste em resolver repetidas
vezes um sistema de equacdes lineares para obter uma sucesséo de Solucbes Basicas
Admissiveis, cada uma "melhor" do que a anterior, até se chegar a uma 6tima. Esta rotina
esta representada na figura a seguir.

Determinar uma
solucéo inicial
Viavel

Encontrou
solucgdo Otima.

E a solucdo
6tima?

¢néo

Verificar uma
solugéo melhor.
1

Solucao Basica: considerando-se um conjunto de m equacgdes linearmente independentes
e n incégnitas, onde n > m, se define como solucéo basica a solugcédo para o conjunto de
equacdes em que (n — m) variaveis sao feitas iguais a 0 e as restantes sdo obtidas da
resolucao do sistema de equacdes. (dos Santos, 2003)

Exemplo (dos Santos, 2003):
X1+ X2+ 3X3— X4+ X5 =6
X1+ 2X2 + 2X3 = Xa + 2Xs5 =2

m=2en=5.

Cada solugao basica tera (5-2) = 3 variaveis iguais a 0 que sdo denominadas variaveis
ndo-bésicas. Por exemplo, x3,xa e Xxs. As outras, ou seja, diferentes de zero, séo
classificadas como variaveis basicas.

Quando em uma solucédo basica, pelo menos uma das variaveis basicas € igual a 0,
entende-se que essa solucdo € degenerada. Esta variavel € chamada de variavel basica
degenerada.

A quantidade de solugbes basicas em um sistema linear € obtida pela seguinte

expressao:
n n!
m) mi(n—m)!
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Exemplo de solucdo por tentativas de avaliacdes das solucdes basicas (dos Santos,
2003):

Max Z = 20x1 + 60x2

S.a.

70x1 + 70x2 <4900

90x1 + 50x2 <4500 —— =15 solugbes basicas

121
2x1 <80 42
3x2 £180
X1,X2 20

As 15 solucdes basicas possiveis estdo expostas a seguir:

n” | Nio basicas Basicas Condicao Z
T, =0mxe =0 | F; = 4900 F; = 4500 F; = 80 F, = 180 Praticavel 0
2, = 0F; =0 | @2 =70F; = 1000 F; = 80 F; = —30 | Impraticavel | —
r=0F, =10 T = 90 Fy = 80 F; = —90 F; = —1400 Impraticavel -
xy =0F; =0 0 =80 Impossivel -
—0F;, =0 Fy = 8012 = 60 Fy, = 700 Fy = 1500 Praticavel | 3600
xa =0F, =0 | Fy = —60F; = —1800 F; = 180z, = 70 | Impraticavel -
e =0F: =0 Fy=-20F, = 14002z, = 50 F; = 180 Impraticavel -

Wl cof =1 T D) e G2 BD] =
5
A

xe =0F; =10 Fy =2100 F; = 900z, = 40 F; = 180 f’raticz’wel 800

72 =0F; =0 0 = 180 Impossivel —
10| Fy=0F;=0 ) =20x, =45 F3; = 30F; = 45 Praticavel | 3200
11 | Fi=0F;=10 ey = 40xy, = 30 F, = —60O0 Fy; = 90 Impraticavel -
12| Fy =0F; =10 xy = 10@e = 60 Fy = 60 Fy; = 600 f—‘raticz’wel 3800
13| Fs=0F;=10 ry = 40@xy = 18 F) = B40 Fy = 126 Praticiavel 1880
14| F=0F;,=0|x; =16.Tx; = 60 F; = 46.7T F; = —466.6 | Impraticavel -
15| Fs =0F; =0 | a; =40y = 60 F}, = —2100 F; = —2100 | Impraticavel -

Como o objetivo € a maximizacédo da funcéo objetivo, verifica-se que a solucdo basica 12
proporciona o maior valor de Z e é, portanto, a solu¢éo étima.

Este tipo _de solucado, dependendo do tamanho do modelo, torna-se impraticavel.
Por isso, a utilizacdo do algoritmo Simplex facilita a analise pela forma analitica quanto a
possibilidade de implementacdo em programa de computador, automatizando-se o
processo.

Sendo assim, entende-se que: (dos Santos, 2003)

v" Se um modelo de Programacao linear possui uma Unica solucao 6tima, entéo ela é
uma solucéo basica do sistema de equacgdes lineares formado pelas restricbes do
modelo acrescidas das suas respectivas variaveis de folga.

v" No caso de termos mais de uma solucao 6tima, teremos sempre uma quantidade
infinita de solugbes Otimas, pois serdo 6timos todos 0s pontos que unem 2 vertices
(pontos extremos) adjacentes, ou seja, todos os pontos de um dos lados do espaco
solugéo.
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Para se trabalhar diretamente com o método Simplex, a representacdo matematica de um
problema de Programacao Linear deve ser expressa na forma padrdo, ou seja, para um
problema de maximizacdo tem-se:

v' Todas as restricdes devem ser equacoes;
v Bj=z0sendo j=12,...m;
v' Todas as variaveis de decisdo devem ser ndo-negativas.

O Simplex esta calcado na seguinte propriedade: Se uma solucéo bésica é melhor que as
suas adjacentes, entdo ela é a solucdo oOtima. Por isso, resumidamente, as etapas do
método Simplex sdo 0s expostos a seguir:

Etapa 1: Obter uma solucéo basica praticavel inicial. Esta solucdo € obtida fazendo-se as
varidveis de decisdo como varidveis ndo-basicas, ou seja, iguais a 0. As variaveis basicas
serdo as variaveis de folga associadas as restricoes.

Etapa 2: Dada uma solu¢do basica, testar se ela é melhor que suas adjacentes. Se for,
ela sera a solucéo 6tima.

Etapa 3: Se néo for, ir para a melhor solugéo basica adjacente e voltar a etapa 2.

Simplex Tabular

Para a utilizacdo do método Simplex tabular (maximizacdo), seguem-se 0s seguintes
passos detalhados (adaptado de Andrade, 2000):

v/ Passo 1: Introduzir as variaveis de folga, uma para cada desigualdade,
transformando-as em igualdades, ou seja, em equacodes lineares. Observar que essas
inequacées sao do tipo UTILIZACAO DO RECURSO < DISPONIBILIDADE. A insercéo
da variavel de folga de RECURSO muda essa inequacdo para uma equacao do tipo
UTILIZACAO + FOLGA = DISPONIBILIDADE

v' Passo 2: Montar um quadro para os calculos, colocando os coeficientes de todas as
variaveis com o0s respectivos sinais e, na ultima linha, incluir os coeficientes da funcao-
objetivo transformada.

v' Passo 3: Estabelecer uma solucao basica inicial, usualmente atribuindo valor zero as
variaveis originais (Varidveis nao-Béasicas) e achando valores positivos para as
variaveis de folga (com Z, formam o conjunto das variaveis basicas).

v' Passo 4: Como a proxima variavel a entrar na coluna base, escolher a ndo-basica que
oferece, na ultima linha (a linha Z), a maior contribuicdo para o aumento da funcéo-
objetivo (ou seja, tem o maior valor negativo). Se todas as variaveis que estdo fora da
coluna base tiverem coeficientes nulos ou positivos nesta linha, a solucdo atual é
Otima. Se alguma dessas variaveis tiver coeficiente nulo, isto significa que ela pode ser
introduzida na solucdo sem aumentar o valor da funcao-obijetivo. Isso quer dizer que
temos uma solugdo 6tima, com o mesmo valor da fungao-objetivo.

v' Passo 5: Para escolher a variavel que deve deixar a coluna base, deve-se realizar o
seguinte procedimento:

a) Dividir os elementos da dultima coluna (termo independente) pelos
correspondentes elementos positivos da coluna da variavel que vai entrar na
coluna base. Caso nao haja elemento algum positivo nesta coluna, o processo
deve parar, j4 que a solucéo seria ilimitada.

b) O menor quociente indica a equacéo cuja respectiva variavel basica devera
ser anulada, tornando-se variavel ndo-basica.
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v' Passo 6: Usando operacdes validas com as linhas da matriz, transformar o quadro de
calculos em um novo, de forma a encontrar a nova solucao bésica. A coluna da nova
variavel basica devera se tornar um vetor identidade, onde o elemento 1 aparece na
linha correspondente a variavel que esta sendo anulada e 0 nas demais.

Para isso, deve-se aplicar o Método de Gauss-Jordam (pivotamento) como se segue:

a) O elemento pivd deve ser transformado em valor unitario: todos os elementos da atual
linha pivd (linha da variavel que deixou a base) sdo divididos pelo valor do pivd. O
resultado dos céalculos forma a primeira linha da nova tabela.

b) As demais linhas devem ser obtidas seguindo-se a expressao a seguir:

Novo valor = [linha pivo na tabela nova x (coef. da coluna pivd na tabela
antiga x -1)]

+ linha antiga a mudar

v' Passo 7: Verificar se a solucdo obtida na iteracéo € a 6tima. Se for, deve-se parar o
processo de analise, sendo deve-se retornar ao passo 4 para iniciar outra iteracao.

Exemplo 1 (adaptado de Lisboa, 2002):

Max Z =4x, + X,

Sujeito a
2¢+3¢<1:
2X +X, <8

X, % =0

Passo 1: Introducéo das variaveis de folga.

241>+ =€
>,>, F, L=C

Passo 2: Montagem do quadro Simplex.

Funcao-objetivo Transformada:

Z=aK+X+0f +0f, paraZ —4x —x,—0f —-0f,=0

Variaveis de folga Termos Independentes
Base X1 X2 ¢ f1— fz\’ R b
2 3 I - 0 12
2 b e [ — 1 8
z 4 1 0 0 0
Coeficientes das /
Passo 3: Solucao Inicial Basica. Variaveis da Funcao-objetivo
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Encontra-se a Solucéo Inicial Basica para montagem do 1° quadro Simplex assumindo-se
as variaveis ndo-basicas (varidveis de decisdo) como zero (x1 = X2 = 0), chegando-se a f1
=12;f,=8eZ=0.

Variaveis ndo-Basicas: x1 e xz2 (=0)
Variaveis Basicas: fie f2 (# 0)

Variaveis de folga Termos Independentes

/
BaS(E/ X1 X2 h fa b
s 2 3 s R U’ 12
N o 2 1 0 1 .8 ./
Z.> -4 -1 0 0 o>

Verifica-se que o resultado de Z ndo é o mais otimizado (Z = 0), e sendo assim, necessita-
se encontrar uma solucdo 6tima.

Lembrando entdo, para ratificar se essa € a solucdo 6tima, observa-se o quadro,
especificamente as variaveis ndo-basicas (fora da base) na linha Z:

1) Se todos os valores forem positivos ou nhulos, a solucéo é étima e unica;

2) Se aparecerem valores positivos e alguns nulos, a solugéo é étima, mas ndo Unica,
pois as variaveis com valores nulos indicam que elas podem ser introduzidas na base
sem aumentar o valor da funcéo-objetivo; resumindo, indica que existe outra solucéo
otima com o0 mesmo valor da func¢éo-objetivo;

3) Se aparecer algum valor negativo a solucdo ndo é a étima, devendo-se passar para o
préximo passo.

Passo 4: Encontrar a variavel ndo-basica a se tornar positiva. Ela entrara na coluna base.

Qual a variavel que, saindo da coluna base, aumentaria mais rapidamente o valor da
funcdo-objetivo?

Quanto a variavel ndo-basica a se tornar positiva (que responda a pergunta anterior),
devera ser naquela solucgao:

1) igual a zero;

2) ter coeficiente menor ou igual a zero na linha Z;

3) possuir na sua coluna pelo menos um coeficiente positivo.

Sendo assim, escolhe-se a variavel ndo-basica que contém o coeficiente mais
negativo na linha Z. Neste caso, Xu.

Passo 5: Encontrar a variavel basica que sera anulada. Saira da coluna base.
Para se definir a variavel basica (f1 ou f2) a ser anulada, deve-se calcular o quociente
entre 0 seu termo independente e o valor da coluna da variavel que entrou (xi),

escolhendo a que tiver menor valor ndo negativo. Neste caso, escolhe-se fa.

Parafi:12/2=6
Paraf,:8/2=4
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Passo 6: Transformacao do quadro.

A linha de f> deve refletir agora o valor de x1

Passo 4 Coluna Pivo
7 = N

Base X1 ) 4 X2 f1 fp b
fy 2 3 1 0 12

(f2 J (2 1 0 » 1 8
Z '\ -4\ -1 | 0 \ | 0 | 0

\Passo5 \Pivd \Linha Pivo
No novo quadro cada elemento da linha pivd deve ser dividido pelo pivé.

Base X1 X2 f1 f2 b
f1 2 3 1 0 12
X1 22=1 1/2 0 1/2 8/l2=4
z -4 -1 0 0 0

Para anular o coeficiente da linha pivé, transformando-se a coluna pivd em um vetor
identidade, devem-se anular os elementos desta coluna. Faz-se:

Novo valor = [linha pivo na tabela nova x (coef. da coluna pivd na tabela
antiga x -1)]

+ linha antiga a mudar

Ou seja:

Novo valor = [nova linha x1 % (antiga coluna x1 na linha a mudar x -1)] + antiga
linha f1

Para a 12 linha (f1), multiplica-se a nova linha (x1) por -2 (verificar que o coeficiente a se
anular é 2) e somando-se a linha antiga (f1), resultando na seguinte tabela:

Base X1 X2 f1 f2 b
f1 [1(-2)] +2 [12(-2]+3 | [0(2]+1 | 2(2]+0 | [4(-2)]+12
=0 =2 =1 =-1 =4
X1 1 1/2 0 1/2 4
Z -4 -1 0 0 0

Para a ultima linha (Z), deve-se proceder da mesma forma, ou seja, multiplicando-se a
nova linha (x1) por 4 (verificar que o coeficiente a se anular é -4) e somando-se a linha
antiga (Z), resultando na seguinte tabela:

Base X1 X2 f1 fo b
f1 0 2 1 -1 4
X1 1 1/2 0 1/2 4
7 [1(4)]+(-4) [1/2 (4)] + (-1) O@]+0 |[12(H]+0 | [4H]+O0
=0 =1 =0 =2 =16

A tabela resultante desta etapa é:
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Base X1 X2 F1 f2 b
f1 0 2 1 -1 4
X1 1 1/2 0 1/2 4
Z 0 1 0 2 16

Passo 7: Verificar se a nova solucéo é otima.

Para verificar se essa solugcédo é a 6tima, observam-se as variaveis nao-basicas (x1 e x2)
na linha Z:
4) Se todos os valores forem positivos, a solugcéo € étima e Unica.
5) Se aparecerem valores positivos e alguns nulos, a solugéo € étima mas ndo unica.
6) Se aparecer algum valor negativo a solucdo ndo é a oOtima, devendo-se passar

para o proximo passo.

Base X1 X2 fa fo b
f1 0 2 1l -1 4
X1 i1 1/2 0 1/2 4
z 0 1 0 2 16

Sendo assim, x1=4;f1=4; x2=0;f,=0; e Z = 16.

A proxima figura mostra a implementacgédo (direita) e o resultado (esquerda) exposta pelo

programa Lindo (http://www.lindo.com)

4= LINDD

File Edit Soke FReports Window Help

D2 2 eerRezR] Ble RAR 2BER (2

] 2% Reports Window

=0l x|

| t Primeiro exemplo do simplex da apostila

I LP OPTIMUM FOUND AT STEP 1

OBJECTIUE FUNCTION UALUE

FY

MAX 4 21 + %2
SUBJECT TO

2 %1 + 3 x2 (=12
2 %21 + ®¥2 <=8

% C:\ WINDOWS! ESTACIOL.LTX

|

|

|
| |
| 1) 16 . 00000 x1 >= 8 I
I ¥2 >= 8 I

UVARIABLE VALUE REDUCED COST
| %1 4.00900800 A.08000880 EMD |
I X2 0.000000 1.000000 I
| |
| ROW  SLACK OR SURPLUS pUAL PRICES I
I 23 4.000000 0.000000 I
2) 0.000000 2.000000
| n) 4.000000 0.000000 |
I 5} 0.000000 0.000000 I
| No. ITERATIONS= 1 1
| hd |
1 Al | ap. Kl .
__________________________ —
RESULTADO IMPLEMENTACAO

Exemplo 2 (adaptado de Lisboa, 2002):

Maximizar

sujeito a:

Z=11x1+ 12 x2
X1+ 4 x2 0110000
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5 x1+ 2 x2 130000
X1, X2 000

Passo 1: Introducdo das variaveis de folga.
Maximizar Z=11x1+12x2+0f,+0f2
sujeito a: X1+ 4 x2+ f1 JJ10000
5 x1+ 2 x2+ f2 1130000
X1, X2, f1, 2000

Passo 2: Montagem do quadro Simplex.

Base X1 X2 f1 fo b
fy 1 4 1 0 10000
fo 5 2 0 1 30000
Z -11 -12 0 0 0

Observar se aparece algum valor negativo como coeficiente da linha Z. Se sim, a solucao
nao é a Gtima, devendo-se passar para o proximo passo.

Passos 3, 4 e 5: Primeira Iteracéo.

a) Variavel a entrar na base: x, (coluna com maior valor negativo na ultima linha * -12 *).
b) Variavel a sair da base: f, (entre os quocientes 30000/2 e 10000/4, o ultimo é o menor).
c) Dividir a linha pivé pelo pivo (4).

d) Fazer: Novo valor = [linha piv0 . (coef. coluna pivo . -1)] + coeficiente atual da linha a
mudar

Base X1 X2 f1 f2 b
f1 1 4 1 0 10000
f2 5 2 0 1 30000
Z -11 -12 0 0 0
Base X1 X2 f1 f2 B
X2 1/4 4/4=1 1/4 0/4=0 10000/4=2500
f2 [1/4(-2)]+5 | [1(-2)]+2 |[1/4(-2)]+0 [0(-2]+1 [2500 (-2)] + 30000
Z [1/4(12)]-11 | [1(12)]-12 | [1/4(12)]+0 | [0(12)]+0 [2500 (12)] +0
Nova tabela apos a primeira iteracao:
Base X1 X2 f1 f2 b
X2 1/4 1 1/4 0 2500
f2 9/2 0 -1/2 1 25000
z -8 0 3 0 30000

Observar se aparece algum valor negativo como coeficiente da linha Z. Se sim, a solucao
nao é a otima, devendo-se passar para 0 proximo passo.

Passos 3, 4 e 5: Segunda lteracgéo.
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a) Variavel a entrar na base: x. (coluna com maior valor negativo na ultima linha * -8 *).
b) Variavel a sair da base: f, (entre os quocientes 2500/(1/4) e 25000/(9/2), o ultimo é o
menor).
c) Dividir a linha pivé pelo pivo (9/2).
d) Fazer: Novo valor = [linha pivo . (coef. coluna pivo . -1)] + coeficiente atual da linha a

mudar
Base X1 X2 f1 f b
X2 1/4 1 1/4 0 2500
f2 9/2 0 -1/2 1 25000
Z -8 0 3 0 30000
Base X1 X2 f1 fo b
X2 [1.(-1/4)] | [0.(-1/4)] | [-1/9.¢-1/48)] | [2/9.(-1/4)] [50000/9.(-1/4)]
+1/4=0 +1=1 +1/4=5/18 | +0=-2/36 + 2500 = 10000/9
X1 | (9/2)/(9/2) | 0/(9/2) -1/2/(9/2) 1/(9/2) 25000/(9/2)
=1 =0 =-1/9 =2/9 =50000/9
Z [1. (+8)] [0. (+8)] [-1/9. (+8)] [2/9. (+8)] [50000/9. (+8)]
-8=0 +0=0 +3=19/9 +0=16/9 + 30000 = 670000/9
Nova tabela apés a segunda iteracao:
Base X1 X2 f1 fo b
X2 0 1 5/18 -2/36 10000/9
X1 1 0 -1/9 2/9 50000/9
Z 0 0 19/9 16/9 670000/9

Sendo assim, x1=50000/9 = 5555,56; f1 = 0; x2=10000/9 = 1111,11; f,=0; e
Z = 670000/9 = 74444 ,44.

Observar se aparece algum valor negativo como coeficiente da linha Z: ndo, e sendo
assim, como aparecerem valores nulos, a solucéo é otima.

A préxima figura mostra a implementacédo (direita) e o resultado (esquerda) exposta pelo
programa Lindo (http://www.lindo.com)
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File Edit 3Solve Reports Window Help

| Dz=Ee [EelvREe(E] Bl 2o BEER] [2h)

2% Reports Window B [m F3Y § 3= WINDOWSESTACION
t Sequndo exemplo do simplex da apostila ﬂ HAX 11 %1 + 12 X2
LP OPTIMUM FOUND AT STEP 2 SUBJECT TO
OBJECTIVE FUNCTION UALUE ¥x1 + 4 x2 <= 100060
5 x1 + 2 x2 <= 3joaoea
1) Fhhhly 45 1 >= 48
x2 >= 8
UARTABLE UALUE REDUCED COST
X1 LLLL .GLLAG6Y 8.0000888 EHD
X2 1111.111084 8.000008
ROY SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
2} 0.0600808 2. 111111
) f.08008088 1.777778
1) GGLL . GL546Y 0.p00008
5} 1111111084 8.0000088
HO. ITERATIOHS= 2
| | M o2l 1
RESULTADO IMPLEMENTACAO

Exemplo 3 — Aplicacdo com variavel livre.

Maximizar : Z=>%+26%
Sujeito a
x5l
244+3¢=220

com *1 € X3 nfo negativas e X; livre

Como se tem uma variavel livre (a condicdo de ndo negatividade ndo acontece com todas
as variaveis), antes de se incluir variaveis de folga, de excesso e artificiais, deve-se
substituir a variavel livre pela subtracdo de duas novas variaveis ndo negativas. Deve-se

substituir, entdo, X, por %4 = Xs . Reescrevendo o problema, temos:

Maximizar — Z = x, + X, +2X, — 2Xq
N e I S
R =1

com todas as variaveis ndo negativas

A sua forma normalizada é:
Maximizar =~ Z = x, + X, +2x, —2X%; +0f, +0f,
>SS P oS
25 S E—=

com todas as variaveis ndo negativas

onde fo e frsdo as variaveis de folga adicionadas. O quadro inicial do simplex sera,
portanto, o seguinte:
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x >x > x & F
£ 1 1 1 a1 o0

i
fl203-3012
Z-a-a-22 009CcC

Aplicando-se o método simplex a este quadro, a coluna da variavel X;devera ser a coluna
de trabalho, j& que -2 é valor mais negativo da ultima linha. O pivd serd o valor 3 da
segunda linha de numeros por apresentar um maior quociente que o valor da primeira
linha (3/20 contra 1/10). Realizando-se entdo as operacdes elementares, o proximo
guadro do simplex sera:

Xl X3 X4 X5 f6 f7
folx 10 0 1 -%|%
Xy | % -1 0 % %

% -1 0 0 0 % [

Ainda ha um valor negativo na dltima linha e, portanto, os passos do simplex devem ser

aplicados novamente a esse novo quadro. Nesta situacéo, a coluna da variavel Xsdevera
ser a coluna de trabalho, ja que -1 € o Unico valor negativo na ultima linha e o pivd sera o
valor 1 da primeira linha de nameros por ser o Unico valor positivo. Realizando-se entéo
as operacdes elementares, o préximo quadro do simplex seré:
X, X3 X, X5 fs
X, 1% 1 0 0 1 -%|9%
X, 1% 0 1 -1 0 % |%
% 0 0 0 1 X% |%

Como nao ha valores negativos na dultima linha, obtemos o resultado 6timo com

— 50 - ., .
SRS ETEL . 7="% Como no problema original, as variaveis

eram X% € X3, podemos reescrever a solucdo 6tima como F=EPS—FEIEHS
x=0,f,=0ef =0,e2="% .

A préxima figura mostra a implementacao (direita) e o resultado (esquerda) exposta pelo
programa Lindo (http://www.lindo.com)
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File Edit Solve Reports ‘window Help

D=l DlEr>EEEE PEl RaE BEER] (20

1% Reports Windo B [=[ Rl &5 C: WINDOWS  ESTACIO1.LTX
=| * Terceiro Exemplo - Varidvel livre

LPF OPTIMUM FOUND AT STEP 2
HAX x1 + x3 + 2 X4 - 2 x5
OBJECTIVE FUNCTION UALUE _J SUBJECT TO
x1 + x3 + %4 - x5 <= 18
1) 16.66667 2 %1 + 3 x4 - 3 #5 <= 28
x1 »= 8
UARIABLE UALUE REDUCED COST 3 >= 0
hal 6. 60600608 B.666667 xh »= 8
X3 3.333333 6.86680808 ¥ >= 8
h 6666667 6. 60600608 EHD
b 6.86680808 6.86680808
ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
2) 0. 00600080 1.00600680
3) 6.86680808 8.333333
) 6. 60600608 6. 60600608
5) 3.333333 6.86680808
6) 6666667 6. 60600608
i) 6.86680808 6.86680808
HO. ITERATIOHNS= 2

Exercicio: Fazer pelo método Simplex os exercicios de modelagem e de solucdo
gréfica.

5.4) Simplex de Duas Fases

Quando alguma restricdo descrever uma igualdade, ela nao tera a variavel de folga. Para
fazer o simplex existe um problema pois, as variaveis de folga sdo as variaveis basicas da
solucdo basica inicial do simplex. Como se necessita de uma variavel para ser a basica
inicial, cria-se uma. Estas variaveis, por ndo terem qualquer significado com o problema
em si, sao na verdade um artificio matematico, recebendo o nome de Variaveis Atrtificiais.

Espera-se que as variaveis artificiais resultem na solugdo 6tima com Zero. Ao aplicar-se o
simplex sobre esse sistema, ndo se tem nenhuma garantia de que as variaveis artificiais
serdo iguais a 0 na solucdo Otima. Para se resolver este problema desmembra-se o
simplex em duas fases:

12 fase: abandona-se a fungéo objetivo original, criando-se uma outra que visa minimizar
as variaveis artificiais. Se essa funcao objetivo for igual a zero, o modelo tem solucéo,
pois as variaveis artificiais obtiveram resultados zero.

22 fase: otimiza a solucao da primeira fase.

Sempre que houver variaveis artificiais fazendo parte da solucao inicial, a ultima linha do
guadro simplex (linha Z) contera custos M de penalidade. Desta forma, sao incorporadas
ao método simplex as seguintes modificacdes:

1. A dltima linha do quadro é decomposta em duas linhas, a primeira das quais
envolve os termos que ndo contém M, e a segunda linha os coeficientes M dos
termos restantes.

2. Aplica-se o método simplex ao novo quadro usando a ultima linha para escolha da
coluna de trabalho no primeiro passo até que esta linha ndo possua mais
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elementos negativos. Feito isso, aplica-se novamente 0 método simplex,
considerando agora a pendltima linha para escolha da coluna de trabalho,
procurando, porém, o valor mais negativo somente entre os valores posicionados
sobre os zeros da ultima linha.

3. Sempre que uma variavel artificial deixar de fazer parte da solucédo basica, podera
ser retirada a coluna referente a esta no quadro.

4. Se variaveis artificiais fizerem parte da solucéo final com valores n&do nulos, entdo o
problema ndo admitira solucao.

Exemplo:

Minimizar : Z=95¢+4%
Sujeito a
CZO>2C03°

>4

com todas as variaveis ndo negativas

A sua forma normalizada é:
Minimizar : =Sk P
>k e
com todas as variaveis ndo negativas

O quadro inicial do simplex serd, portanto, o seguinte:

»x »% T
f G2OCs21 O
£ 1 1 O 1 4
Z 5M4AMNMO O N\

Fazendo-se a modificacdo indicada no item 1 do simplex de duas fases, temos o0 seguinte
guadro:

x % & f
f,/|Q20032 1 0| Q2!
f,, 1 1 O 1| 1
Z| 5 4 0O 0| O
Z| 414 4 O O] 4

Aplicando-se o método simplex a este quadro e escolhendo a coluna da variavel X; como
coluna de trabalho (poderia ser a segunda também), obtemos o seguinte quadro:

x % & 1
O Q121 —Q20Q0!
1 1 0 1 |1
O -1 0 5|-5
O O O 1 |o0

N, N.|X g
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Como nao ha elementos negativos na ultima linha, aplicamos o método simplex agora
considerando a pendultima linha. O valor mais negativo nesta linha é o -5, porém, este ndo
pode ser escolhido pois ndo esta sobre um zero da ultima linha. Logo a coluna de trabalho

€ a coluna da variavel X;. Aplicando-se, portanto, 0 método simplex, o terceiro quadro
obtido é:

x & £
1 \BB3A67Md4A1L
O -&EL3266 638
0O WV3-EB67-45¢
O o 1 o

N NJX
O O|F O

Como nado tem mais valores negativos na penultima linha sobre zeros da Ultima, este é o

resultado final: a solucdo étima é % =058 ¢ X, =041t e o custo minimizado sera de
4.584 (ndo se esquecer de trocar o sinal quando o problema for de minimizacéo).

5.5) Andlise de Sensibilidade

A otimizacao é feita baseando-se nos coeficientes da fungéo objetivo (cn), nas constantes
(bm) e nos coeficientes das restricdes (amn). Esses valores sdo obtidos por intermédio da
analise humana e, por isso, sdo passiveis de erros, provocando incertezas ou desvios da
realidade. Sendo assim necessita-se avaliar o grau de dependéncia desses em relacao a
solucao otimizada. Esse procedimento € denominado Analise de Sensibilidade.

Avalia-se a estabilidade da solucdo otimizada baseando-se nos parametros amn, bm € cn
conforme a forma matricial exposta a seguir.

- — - — - — .

_ﬂm L R .5 I by 1 T

aaq 3 2 T 2 n E?g o Ira

| Om1 Gm2 cc Gmop b Cn | Ty |

5.5.1) Andlise de Sensibilidade dos Coeficientes da Funcdo Objetivo (quantidade de
produtos)

Por intermédio da Analise de Sensibilidade pode-se determinar qual o intervalo de
variacdo dos coeficientes da funcéo objetivo, sem que a solucdo otimizada seja alterada.

Exemplo — Adaptado de Nogueira (2007)

Funcao obijetivo:
MAX Z=X1+15X2

Sujeito a:
2 X1+2X2<160
X1+2X2<120
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4 X1+ 2 X2<280
X1, X220

A tabela Simplex inicial é:

X1 X2 F1 F2 F3 b
F1 2 2 1 0 0 160
F2 1 2 0 1 0 120
Fs 4 2 0 0 1 280
Z -1 -1,5 0 0 0 0
A tabela Simplex final é:
X1 X2 F1 F2 Fs b
X1 1 0 1 -1 0 40
X2 0 1 -1/2 1 0 40
Fs 0 0 -3 2 1 40
Z 0 0 1/4 1/2 0 100
A solucao otimizada é Xi1= 40, X2= 40, 1= 0, f2= 0, f3=40 e Z = 100
A) Qual o intervalo étimo para c2 (coeficiente de X2)?
Inicialmente cz2= 1,5, fazendo-se c2” = 1,5 + p2, a nova func¢do objetivo fica:
MAX Z = X1 + (1,5 + p2) X2
Tomando-se a tabela final do Simplex, observam-se a segunda e ultima linhas.
X1 X2 F1 F2 F3 b
X1 1 0 1 -1 0 40
X2 0 1 -1/2 1 0 40
Fs 0 0 -3 2 1 40
Z 0 0 1/4 1/2 0 100

Os valores obtidos sdo: 1/4—-1/2p2 20e 1/2+1p2 =20.
1/4—-1/2p2 20.. =1/2p2 2-1/4..p2 <1/4x2 ..p2 <£1/2
1/2+1p2 20..p2 2-1/2

-1/2< p2 £1/2

O coeficiente de X2 pode entédo variardec2 =1,5+1/2=2ac2 =1,5-1/2=1, ou seja, 0
intervalo 6timo é 1 £ ¢2’ 2.

B) Qual o intervalo 6timo para c1 (coeficiente de X1)?

Inicialmente c1= 1 fazendo-se c1” = 1 + p1, a nova fungéo objetivo fica:
MAX Z =(1+p1) X2+ 1,5 X2
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Tomando a tabela final do Simplex, observam-se a primeira e ultimas linhas.

X1 X2 F1 F2 F3 b
X1 1 0 1 -1 0 40
X2 0 1 -1/2 1 0 40
F3 0 0 -3 2 1 40
Z 0 0 1/4 1/2 0 100

Os valores obtidos séo: 1/4+1p1 20e1/2-1p1 20.
1/4+1p1 20..p1 2-1/4

1/2-1p1 20..-p1 2-1/2..p1 £1/2

-1/4< p1 £1/2

O coeficiente de X1 pode entdo variardec1 =1+ 1/2=3/2ac1 =1-1/4 =3/4, ou seja, 0
intervalo 6timo € 3/4 < ¢1’< 3/20u 0,75 ¢c1’< 1,5.

5.5.2) Analise de Sensibilidade dos Termos Independentes (quantidade de recursos)

Por intermédio da Analise de Sensibilidade pode-se determinar qual o intervalo de

variacdo dos Termos Independentes das Restricdes, sem que a solucdo otimizada seja
alterada.

A) Qual o intervalo 6timo para b2 (lado direito da sequnda inequacédo)?

Relembrando:

Funcao obijetivo:
MAX Z =X1+1,5 X2

Sujeito a:
2 X1+2X2<160
X1+2X25120
4 X1+2X2<280

X1, X220
X1 X2 F1 F> F3 b
X1 1 0 1 -1 0 40
X2 0 1 -1/2 1 0 40
Fs3 0 0 -3 2 1 40
Z 0 0 1/4 1/2 0 100

Tomando-se X1 + 2 X2 <120 + p2
Podem-se analisar as seguintes inequacoes geradas a partir da tabela final Simplex:
40-1p220,40+1p2 20e 40 + 2 p220. Resolvendo-as chega-se a:

40-1p220.. —p22-40..p2=<40
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40+ 1p220..p22-40
40+2p220..2p22-40..p22-20

Portanto, o intervalo 6timo é - 20 £ p2 <40

P
<«

v v

i i

-40 -20 40

B) Qual o intervalo 6timo para bi1 (lado direito da primeira inequacao)?

Relembrando:

Funcao obijetivo:
MAX Z=X1+1,5 X2

Sujeito a:
2X1+2X25160
X1+2X2=5120
4 X1+2X2<280

X1, X220
X1 X2 F1 F2 F3 b
X1 1 0 1 -1 0 40
X2 0 1 -1/2 1 0 40
Fs 0 0 -3 2 1 40
Z 0 0 1/4 1/2 0 100

Tomando-se 2 X1 + 2 X2 <160 + p1

Podem-se analisar as seguintes inequacdes geradas a partir da tabela final Simplex:

40+ 1p120,40-1/2 p1 20e40 - 3 p1 2 0. Resolvendo-as chega-se a:

40+1p120..p1=2-40
40-1/2p1 20..-1/2p1 2-40..1/2p1 <40..p1 =80
40-3p120..-3p12-40..p1 £13,33

Portanto, o intervalo 6timo é - 40 < p1 £ 13,33

P
<«

v

P
<

i %

-40 13,33 80

C) Qual o intervalo 6timo para bs (lado direito da terceira inequacdo)?

Relembrando:
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Funcao obijetivo:
MAX Z=X1+1,5 X2

Sujeito a:
2X1+2X2=<160
X1+2X2<5120
4 X1+ 2 X2<280

X1, X220
X1 X2 F1 F> F3 b
X1 1 0 1 -1 0 40
X2 0 1 -1/2 1 0 40
Fs3 0 0 -3 2 1 40
Z 0 0 1/4 1/2 0 100

Tomando-se 4 X1 + 2 X2 <280 + p3

Pode-se analisar a seguinte inequacao gerada a partir da tabela final Simplex:
40 + 1 p3 2 0. Resolvendo-a chega-se a:

40+ 1p3=20..p3=-40

Obs.: as outras inequacdes apresentam zero multiplicado pela variavel ps e devido a isso,
variagao ao infinito («).

v

-40

Portanto, o intervalo 6timo € - 40 < p3< «.

5.5.3) Andlise de Sensibilidade nos Coeficientes das Restricdes (coeficientes dos
recursos) e com as insercdes de novas variaveis e/ou restricbes

Segundo Andrade (2000), para essas situagcOes, considerando-se que esses valores
podem afetar diretamente a solucao, isto é, fazer com que ela deixe de ser 6tima, ou até
mesmo viavel, efetua-se a andlise do modelo de programacdo linear com 0S novos
valores das variaveis.

5.5.4) Interpretacdo Econdémica dos Coeficientes do Simplex
1) Tomando-se o quadro Simplex do exemplo 1, observa-se que a solucéo 6tima é:

a. Variaveis Béasicas (na Base): x1=4; fi=4;e Z = 16.
b. Variaveis ndo-Basicas (Fora da Base): x2=0; f2=0.

Base X1 X2 L, fo b
f1 0. 2 L1 -1 A
X1 i1 1/2 0 1/2 4
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.z | o | 1 | o | 2 | 16 |

Observando-se o item b, ou seja, as variaveis fora da base, pode-se fazer a seguinte
andlise de sensibilidade:

Para x2:

Como x2 = 0, considera-se que uma unidade sera disponibilizada, isto €, x2= 1, e devido a
iss0, quer-se avaliar quais as variacdes que as variaveis basicas terdo.

O quadro final do Simplex da essa resposta.

Base X1 X2 fa f2 b
fy 0 2 S1F -1 4
X1 11 1/2 0 1/2 4
Z 0 1 0 2 16

a) Para o aumento de uma unidade de x2 existem as seguintes variagdes para f1, x1 e Z:

Afi=-2;Ax1=-1/2;eNZ=-1
Para f2:

Como f2 = 0, considera-se que uma unidade ser& disponibilizada, isto é, f2= 1, e devido a
iss0, quer-se avaliar quais as variacdes que as variaveis basicas teréo.

O quadro final do Simplex d&a essa resposta.

Base X1 X2 fu f2 b
f1 0 2 10 -1 4
X1 11k 1/2 0 1/2 4
Z 0 1 0 2 16

a) Para o aumento de uma unidade de f2 existem as seguintes varia¢des para f1, X1 e Z:

Afi=+1; Ax1=-1/2;e AZ=-2
A solucéo étima indica que:

Para se obter um valor 6timo (maximo) 16, necessita-se produzir 4 unidades do produto
X1, observando-se que havera sobra de 4 unidades do recurso expresso pela restricao 1,
ou seja, f1=4.

Esse valor maximo é obtido sem a necessidade de produzir o produto x2 (x2 = 0) e
utilizando-se todo o recurso expresso pela restricdo 2, ou seja, ndo havera sobra (f2 = 0).

Cabe entdo analisar qual a influéncia das variaveis fora da base (xz2 e f2), pois elas
resultam em valores zero para obter-se o0 maximo de produtividade (Z=16). Os valores
estao disponiveis no quadro Simplex, com o sinal trocado, ou seja, para Xz, -2, -1/2 e -1 e
para fz,+1, -1/2 e -2.
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Impondo-se 1 unidade a mais no produto x (isto &, reducdo na disponibilidade), reduz-se
a producgdo do produto xi1 em -0,5, restando 3,5 unidades, reduz-se a folga do recurso
(diminui-se a disponibilidade) f; em 2 unidades, sobrando 2 unidades e diminui-se o valor
6timo em 1 unidade, sobrando 15 unidades.

Impondo-se 1 unidade a mais no recurso f> (isto €, reducdo na disponibilidade), reduz-se
a produgédo do produto x1 em -0,5, restando 3,5 unidades, aumenta-se a folga do recurso
(aumenta-se a disponibilidade) fi em 1 unidade, resultando em 5 unidades e diminui-se o
valor 6timo em 2 unidades, sobrando 14 unidades.

O recurso 1 nao apresenta qualquer variacdo, pois continua com folga na sua
disponibilidade.

A Ultima linha do quadro Simplex, onde os valores devem ter o sinal trocado, representa
0 preco sombra, pois denota qual sera a influéncia das variaveis fora da base na funcéo
objetivo, ou seja, para xz, -1 e para fz2, -2. O preco sombra sera detalhado, mais adiante,
no topico que trata do modelo Dual.

Outra analise de sensibilidade também pode ser feita: decrementa-se 1 unidade nas
varidveis fora da base, isto €, cresce 1 unidade na disponibilidade. O quadro final do
Simplex apresenta esses resultados, como na situacdo anterior, sO que sem a alteracéo
de sinal. Devido a isso, o resultado da analise é contrario ao anterior.

5.5.6) Dualidade

A Andlise de Sensibilidade dos Coeficientes das Restricbes pode ser feita por intermédio
da avaliacdo da Dualidade.

Os problemas de Programacao Linear podem ser de duas formas: o primal e o dual.
Como os dois tipos estao relacionados, a partir da solucédo 6tima de um dos tipos, pode-
se obter a solucao 6tima do outro.
O tipo Dual disponibiliza informacdes sobre questbes econdmicas intrinsecas de um
problema de programacao linear.

As duas formas estdo exemplificadas no préximo quadro, observando-se que as variaveis
y séo Duais:

PRIMAL DUAL
sujeito a sujeito a
a1 X +agpXy +aggXg <bg a1y +an Yy +az Y3 20
Qp1Xy +apXy +a53X3 <D, appYy +agY, +asYs; 2C)
gXq +a5X, +ag3Xg <bg ai3y1 +an3Ys +az3Y3 2C3
X; 20V j=1 2 e 3 jj20vj=1 2 e 3

Os dois modelos genéricos, a seguir, representam, respectivamente, o tipo Primal e o
Dual.
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PRIMAL DUAL
n m
I\/Sl.aaxZ:JZ_l:cjxj I\gl:in W:;biyi
ZauXJSbl (|:1 ..... m) Zauyl ZCJ (lelln)
Xj 20V ] yi 20Vi

Os dois modelos numéricos seguintes exemplificam os dois tipos (da Silva, 2006).

PRIMAL

DUAL

Max  Z =4xF X,

1
1 1
Sujeito a -

1 1 1

| 1 1 s
__l'_l"/ \

L OX[ +1X, <18 Yy

\ 1 l_'_'_>,
v 4P DI

\ 3X; W X,\S'12 Y2
\\ /I\\__x_>'

N
\Xl

7
-

N~ —mm— e ”

A proxima tabela destaca a montagem pela forma matricial. (Andrade, 2000).

PRIMAL

DUAL

%)
Max Z=(1 2).

X2
Sujeito a
y.—(1 5
y,—> 2 1 (leii
Yoo 5 -2(( %) ¥
y,~\0 1

X, 20  Xx,20

=
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Resumidamente, para construgédo de qualquer DUAL, deve-se basear no seguinte resumo

de regras:
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PRIMAL (MAX) —————= | DUAL (MIN)
Restricdon é < Yn20
Restricdo n é = Yn € livre
Restricdo n é = Yn<0

Xm=0 Restricdo m € =
Xm € livre Restricdo m é =
Xm<0 Restricdo m é <
DUAL (MAX) ——— | PRIMAL (MIN)

Teorema Dual (baseado em dos Santos, 2000)

Avaliando-se 0s modelos genéricos anteriores, supondo-se que X sejam valores
praticaveis (solucbes viaveis) para o modelo tipo Primal, e yi os valores praticaveis
(solucdes viaveis) para o modelo tipo Dual; multiplicando-se as restricdes do Primal por yi
e somando-as; multiplicando-se as restricdes do Dual por x; e somando-as; obtém-se W =
Z.

Exemplo:

Para o Primal:

OXx1+%x2<18..9x1y1+%x2y1<18y1

3X1+X2<12..3X1y2+X2y2512y2

3Xiy2+Xey2 +9xayi+x2y1<18y1+12y2

Para o Dual:

9y1+3y224.9y1x1+3y2x124x1

yi+y221l.yiXe+y2Xx221x2

9yixa+3y2Xi+yiXe+y2X224 X1+ X2

Observa-se que os lados direitos sdo iguais nas duas inequacdes, desta forma:
18y1+12y224x1+%x2. W=2Z

Isso caracteriza que o valor da funcdo objetivo de uma solucdo praticavel (viavel) de um
dos modelos é um limite para qualquer outra solucdo praticavel (viavel) do outro modelo.
Qualquer solugéo praticavel, incluindo a 6tima, para o Primal, serd menor ou igual a W; e
qgualquer solucédo praticavel, inclusive a 6tima, para o Dual serd maior ou igual a Z.
Concluindo-se que a solugéo 6tima sera aquela em que Z = W, como por exemplo, Max Z

=Min W.

Sendo assim, o Teorema Dual é:
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Quando os modelos Dual e Primal possuem solugdes praticaveis, tem-se que Z 6timo = W
otimo.

Por consequéncia:

Se um dos modelos tem solugao 6tima ilimitada (Z 6timo ou W 6timo = 1), entdo o outro
modelo ndo tem solucéo praticavel.

Observacoes:

A) O problema Dual do Dual € o Primal,

B) E indiferente a qual dos dois modelos se chama Primal. Normalmente, chama-se
Primal aquele que corresponde ao modelo matematico mais proximo do problema
de decisao.

As relacdes entre o Primal e o Dual séo:
Tomando-se os modelos de programacéao linear PRIMAL e o seu DUAL, e resolvendo-os

pelo SIMPLEX, deve-se observar os resultados na linha da variavel a otimizar,
destacando-se os valores das variaveis de deciséo e de folga. Veja o exemplo adiante.

PRIMAL DUAL
MAX Z = 3x1 + 2x2 MIN K = 100y1 + 80y2 + 40ys
sujeito a sujeito a
2X1 + x2< 100 2y1+Yy2+y323
X1+ x2 <80 yi+y222
X1 <40 yi20parai=1,2e3.
Xiz20parai=1le?2.

Solucédo do SIMPLEX do PRIMAL:

Base | X1 | X2 | f1 | f2 | f3 b
X2 [0 |1 |-1]2 |o |60
f |0 [o [-1]1 [1 [20
Xe J1._]0 1 |1 |0 |20
Z 1o Jo a2 |1 [o 180

Solucéo do SIMPLEX do DUAL.:

Base | vi1 | V¥
yi |1 0 1 |-1]1 |1
Y2 ,_O _____ 1-____:_1__,__1____:2__ 1

te e === ===1

Entdo, a correspondéncia entre os resultados do SIMPLEX é:
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PRIMAL vd X1 |0 DUAL (Solugéo) vf f1 0
PRIMAL vd X2 |0 DUAL (Solucgo) vif2 |0
PRIMAL vf f1 1 DUAL (Solucdo)vdyl |1
PRIMAL vf {2 1 DUAL (Solucdo)vdy2 |1
PRIMAL vif3 |0 DUAL (Solucéo)vdy3 |0
DUAL vd y1 0 PRIMAL (Solucdo) vifl | O
DUAL vd y2 0 PRIMAL (Solucdo) vif2 | O
DUAL vd y3 20 PRIMAL (Solucéo) vff3 | 20
DUAL vf f1 20 | PRIMAL (Solugéo) vd | 20
x1
DUAL vf {2 60 | PRIMAL (Solugéo) vd | 60
X2
Solucédo Z 180 | Solucéo K 180

Legenda: vd — variavel de deciséo vf — variavel de folga

De acordo com Andrade (2000), o problema Dual, para modelos em que as restricbes séo
desigualdades do tipo <, é construido a partir do Primal da seguinte forma:

1. Cada restricdo, em um problema, corresponde a uma variavel no outro;

2. Os elementos do lado direito das restricbes, em um problema, sdo os
coeficientes da funcéo-objetivo do outro problema;

3. Se o0 objetivo de um problema é maximizar, o do outro serd minimizar, e
vice-versa;

4. O problema de maximizacido tem restricdes com sentido <, e o problema de
minimizacao tem restricbes com sentido oposto (2);

5. As variaveis de ambos os problemas sdo ndo-negativas.

Exemplo 1:
Construir o modelo Dual a partir do Primal a seguir:
MAX Z = 4x1 + 5x2 + 3x3 (Lucro total)
sujeito a
X1 + 2x2 + 2x3 < 100 (Matéria prima - quilograma)
6x1 + 6x2 + 4x3 < 360 (Espaco - m?)
8x1 + 4x2 + 4x3 < 400 (M&o de obra - Hh)
xi20parai=1,2e3.
Valores Otimos: Z = 280, x1 = 20, x2 = 40, x3=0
Modelo Dual:
MIN W = 100y1 + 360y2 + 400y3
sujeito a

y1+ 6y2 + 8ys 24
2y1+6y2 +4y3 =5
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2y1 + 4y, + 4y3 =2 3
yi20parai=1,2e3.
Valores Otimos: W =280,y1=1,y2=1/2,y3=0

Caso Especial:

Quando restricbes sao expressas por igualdades, a variavel Dual correspondente néo tera
restricdo de sinal. A equacao que representa a restricdo podera ser substituida por duas
inequacdes, conforme o exemplo a seguir.

Exemplo 2:

Construir o modelo Dual a partir do Primal a seguir:
MIN Z = 3x1- 4X2 + X3 - 2X4
sujeito a

2X1+ X2 + 2x3+ X4 =10
X3 + 2X4 <10
-X1+X2-X4<5
2X1+3X2 + X3+ X425
2X1+ 3X2 + X3+ x4 <20

X1, X2, X320
Xa4: lrrestrita em sinal

Para utilizar-se o0 modelo anterior, deve-se adequa-lo as regras da tabela das relacbes
entre Primal e Dual. Inicialmente, observa-se que para um modelo de minimizacao deve-
se transformar as restrigdes para = ou =, ficando com:

MIN Z = 3x1- 4X2 + X3 - 2X4
sujeito a

2X1+ X2+ 2Xx3+Xxa=10 >>y1

-X3-2X42-10 >>y»
X1 - X2 +X42-5 >> 3
2X1+3X2+ X3+ X425 >> vy
-2X1- 3X2- X3-X42-20 >>ys5

X1, X2, X320
Xa: Irrestrita em sinal

Sendo assim:
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MIN Z = 3x1- 4X2 + X3 - 2X4
sujeito a

2X1+ X2+ 2x3+ x4 210  >>y
2X1+ X2+ 2X3+ X410 >>y"1 >>-2X1- X2-2X3-X42-10>>y"1

-X3-2Xa2-10 >>y2
X1-X2+Xx42-5 >>y3
2X1+3X2+ X3+ X425 >> vy

-2X1- 3X2- X3-Xa2-20 >>ys5

X1, X2, X320
x4: lrrestrita em sinal

Considera-se assim que y1 = (Y1 - y’1) e sendo Y1 irrestrita em sinal, e observando-se a
formacgéao do modelo anterior em destaque, chega-se ao seguinte modelo Dual:.

MAX W = 10y1 - 10y2 - 5y3 + 5y4 - 20ys
sujeito a

2y1+y3+2ys-2ys <3 >> X1
y1-y3+3ys-3ys<-4 >> X2
2y1-Yy2+ya-ys<1 >> X3
Yy1-2y2+Yy3+ya-ys=-2 >>X4

Y2, Y3, Y4, y520
y1: Irrestrita em sinal

Interpretacdo Econdmica das Variaveis Duais (baseado em Andrade, 2000)

Qual o significado do valor 6timo de uma variavel do modelo dual? E o limite que devo
pagar por uma unidade adicional do recurso associado a variavel.

Observando-se o0 exemplo 1 deste topico, verifica-se que:

a) 1kg a mais de matéria prima (primeira restricdo) acrescenta $1,00 (y1 — variavel Dual
associada a primeira restricdo) a mais em Z;

b) 1m? a mais de area (segunda restricdo) para estocagem acrescenta $0,50 (y2 - variavel
Dual associada a segunda restricdo) a mais em Z;

c) Em relacdo a mao de obra (terceira restricdo) o valor de ys associado € zero, ou seja,
como existe folga nesta restricdo ndo se esté utilizando toda a méo de obra disponivel e,
devido a isso, ndo se tem nenhum ganho em adquirir mais mao de obra, mesmo sem
custo, pois apenas sobraria mais recurso.

Obs: Por terem este significado, os valores 6timos das variaveis do modelo dual séo
chamados de valores implicitos ou precos sombra (shadow prices).
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Observando-se a finalizacdo do Exemplo 1, da pagina 32, pelo resultado da tela do
software Lindo, nota-se que a coluna Dual Prices representa os valores de y1 e y2 obtidos
com a solucéo do Dual.

Base X1 X2 f1 f2 b
f1 0 2 1 -1 4
X1 I S D 172 L 172 4
Z o | 1] S A S 16

A proxima figura mostra a implementacéo (direita) e o resultado (esquerda) exposta pelo
programa Lindo (http://www.lindo.com)

4R/ LINDD

File Edit Solve Reports  Window Help

D& HE L EB2HEzEE] Ble HAD EEZ (2]

] 2= Reports Window o ] 4, | 2% o WINDDWS ESTACIOL.LTX

| * Primeiro exemplo do simplex da apostila -l MAX 4 ®1 + x2 I
I LP OPTIMUM FOUND AT STEP 1 SUBJECT TO |
|

I OBJECTIVE FUNCTION VALUE 2 %1+ 3 x2 (=12 :

2 %1 + %2 {= 8
| 1) 16.808008 1 >=8 I
————————— 1 X2 >= 8
' varinsLE UALUE :HEDUEED COST | |
| X1 4.0006800 | 8.000000 | END |
I X2 0.880080 | 1.A800064 : I
| |
r—-——— - l
| ROW  SLACK OR SURPLUS | DUAL PRICES ! I
I 23 4_@aanAe : 0.@aa0008@ : I
1) 0.880080 | 2.0600000
| 43 4_@aanAe T T O.o0d0Ed |
I 5) 0.880080 0.@aa0008@ I
| No. ITERATIONS- 1 |
| |
1 4 | « .
——————————————————— e e o e e e e s mes e
RESULTADO IMPLEMENTACAO

6. PROBLEMA CLASSICO DE TRANSPORTE

O Problema de Transporte constitui uma das principais aplicacdes da PL para auxiliar o
planejamento e a operacao de transportes. O Problema pode ser formulado inicialmente
da seguinte forma:

Considerando-se o transporte de produtos de m origens, onde estdo estocados, para n
destinos, onde sdo necessarios. Conhecendo-se 0s custos unitarios de transporte de
cada origem para cada destino (Cj — custo unitario de transporte da origem i para o
destino j), deve-se decidir quanto transportar de cada origem para cada destino (Xi —
guantidade a ser transportada da origem i para o destino j), de modo gastar o menos
possivel, ou seja, minimizar o custo total de transporte. Cada uma das origens € dotada
de ai unidades disponiveis e, cada um dos destinos requer bj unidades, todos inteiros e
positivos. Considerar-se-a inicialmente que a oferta total € igual a demanda total, isto é:

2 =2b
1 1

O modelo matematico para este problema pode ser expresso da seguinte forma:
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Minimizar:

Sujeito a:

2= > CX

i=1 j=1
ixij =g,
j=1

;xij = b,

Com: todos os Xij ndo negativos e inteiros

Este modelo matematico pode ser representado em forma de tabular conforme exposto

na tabela 1.1.
Tabela 1.1 - Representacéo do Problema de Transporte
DESTINOS
1 2 3 n Oferta
1 Cu1 ‘ C12 ‘ Ci3 ‘ Cin ai
@) X11 X12 X13 Xin
R 2 Ca1 \ C22 \ Czs \ Con az
I X21 X22 X23 Xan
E m Cm1 ‘ Cm2 ‘ Cms ‘ Cmn am
N Xm1 Xm2 Xm3 Xmn
S | Demand b1 b2 b3 bn
a

Exemplo: Uma empresa tem fabricas em trés locais diferentes, que abastecem quatro
armazeéns distantes uns dos outros. As capacidades das fabricas em certo periodo de
tempo sdo 70, 90 e 115 e as necessidades dos armazéns, no mesmo periodo de tempo,
sdo 50, 60, 70 e 95. Os custos unitarios para cada encaminhamento fabrica-armazém
estdo expostos na tabela a seguir.

Tabela 1.2 - Tabela dos custos unitarios de transporte das origens para os destinos

Destinos
A B C D
11 17 20 13 12
§ 2 | 15 21 26 25
S 3] 15 14 15 17

Figura 1.1 - Representacao gréfica do problema
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Disponibilidades

das origens Disponibilidades

dos destinos

70

Total = 275

Total = 275

Tomando-se como um problema de programacéao linear, a estrutura do problema anterior
ficaria da seguinte forma:

Minimizar custo = 17X1a + 20X1s + 13X1c + 12X1p + 15Xoa + 21 X2 + 26Xoc + 25X2p +
15X3a + 14X38 + 15X3c + 17X3Dp
Sujeito a
(Ofertas)
17Xaa + 20X18 + 13X1c + 12X10 = 70
15Xoa + 21 X2 + 26X2c + 25X2p = 90
15X3a + 14X38 + 15X3c + 17X3p = 115
(Demandas)
X1a + Xoa + X3a =50
X1 + X2 + X3 = 60
Xic + Xzc + X3c =70
Xip + X2p + X3p = 95
Xij=0(=1,23;j=AB,C,D)

A solucado dos Problemas de Transporte, sem usar os conceitos de PL, passa por quatro
etapas:

1. Determinacdo de uma solucéo inicial basica;

2. Teste de solucdo quanto a condi¢ao de 6timo;

3. Melhoria da solu¢do quando néo é 6tima;

4. Repeticdo das etapas 2 e 3 até se obter a solucao otima.
6.1. Métodos para determinacao da Solucéo Inicial

6.1.1. Método do Canto Noroeste
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Comecando-se pela célula superior esquerda (canto noroeste), aloca-se a Xii tantas
unidades quantas sejam possiveis, sem violar as restricdes. Isto corresponderd ao menor
dos dois valores a1 e bi. Apds, continua-se o algoritmo deslocando-se para a célula
imediatamente a direita se ainda restar alguma oferta ou, caso contrario, para a célula
imediatamente abaixo. A cada etapa aloca-se a célula em consideracdo, tantas unidades
guantas sejam possiveis sem violar as restricbes: a soma das alocac¢des da linha i ndo
pode exceder o valor de ai, a soma da coluna j ndo pode exceder o valor de bj e nenhuma
alocacgao pode ser negativa.

Exemplo 2: Utilizando-se os dados do exemplol, determinar uma solucéo inicial utilizando
o0 método do Canto Noroeste.

A B C D Oferta

1 17 | 20 | 13 | 12 | 70
50 20
2 15 | 21 | 26 | 25 | 90
40 50
3 15 | 14 | 15 | 17 | 115
20 95
Demanda 50 60 70 95

6.1.2. Método de Vogel ou Método das Penalidades

O método funciona da seguinte forma:

1. Calcula-se a penalidade para cada uma das linhas e colunas. Escolhe-se a linha ou
coluna que apresenta a maior penalidade. Caso haja mais de uma, escolhe-se
qualquer uma delas;

2. Aloca-se o maximo possivel de quantidade para a célula de menor custo da linha
ou coluna escolhida no passo anterior. Isso tornara a disponibilidade da linha ou
coluna a qual tal célula pertence, igual a zero. Eliminar esta linha ou coluna do
restante do processo e

3. Repetir os passos 1 e 2 até que todos os transportes tenham sido realizados

Considera-se "penalidade de uma linha ou coluna" a diferenca positiva entre os dois
custos de menor valor na linha ou coluna.

Exemplo 3: Utilizando-se os dados do exemplol, determinar uma solucéo inicial utilizando
0 método de Vogel.

Conforme descreve o primeiro passo, deve-se calcular as penalidades e identificar
as maiores.
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A B C D Oferta | Penalidade
1 17 | 20 | 13 | 12 | 70 1
(13-12)
2 15 | 21 | 26 | 25 | 90 6
(21-15)
3 15 | 14 | 15 | 17 | 115 1
(15-14)
Demanda 50 60 70 95
Penalidade 0 6 2 5
(15-15) | (20-14) | (15-13) | (17-12)

As maiores penalidades estdo na linha 2 e na coluna B, pois essas obtiveram penalidades
iguais a seis. Deve-se entdo escolher entre a linha ou a coluna, pois as pontuacées séo
iguais. Optou-se pela linha 2. Nesta linha, a célula de menor custo é a que corresponde a
coluna A (quinze). Aloca-se, portanto, 50 para tal célula e elimina-se a coluna A dos
passos seguintes. Devem-se entédo recalcular as penalidades.

C D Oferta | Penalidade
1 13 | 12 | 70 1
(13-12)
2 26 | 25 | 90 4
(25-21)
3 15 | 17 | 115 1
(15-14)
Demanda 70 95
Penalidade 2 5
(15-13) | (17-12)

A coluna B apresenta a maior penalidade (seis). Nesta coluna, a célula de menor custo é
a que corresponde a linha 3 (custo igual a 14). Aloca-se, portanto, 60 para tal célula e
elimina-se a coluna B dos passos seguintes.

C D Oferta | Penalidade
1 13 | 12 | 70 1
(13-12)
2 26 | 25 | 90 1
(26-25)
3 15 | 17 | 115 2
(17-15)
Demanda 70 95
Penalidade 2 5
(15-13) | (17-12)

As tabelas a seguir representam 0s passos seguintes até que todos o0s transportes
estejam finalizados.
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Oferta | Penalidade

(26-25)

115 2

(17-15)

Oferta | Penalidade

D
13 12 70 1
70 (13-12)
5 90 1

26 2
(26-25)

T
50
S

Demanda

15 17 115 2
55 (17-15)
95

70

Penalidade

20
21
14
60
50 60
0 6
(15-15) | (20-14)

26
(26)

25
(25)

Oferta | Penalidade

2
2

-
1

of |

13 12 70 1
20 (13-12)
26 25 90 1
15 (26-25)

Demanda

15 17 115 2
55 (17-15)

Penalidade

14
60
50 60
0 6
15-15) § (20-14
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Penalidade

Demanda 50 60
Penalidade
15 15 20 14

A solucéo final esta expressa na tabela a seguir:

Tabela 2.3 - Solucao Inicial

A B C D Oferta
1 17 | 20 | 13 | 12 | 70
70
2 15 | 21 | 26 | 25 | 90
50 15 25
3 15 | 14 | 15 | 17 | 115
60 55
Demanda 50 60 70 95

6.2. Evolucéo para a Solugdo Otima

Determinada a solucg&o inicial, necessita-se verificar se esta pode ser melhorada. Por
intermédio da tabela 2.3 que representa a solucao inicial, devem-se identificar as variaveis
basicas e ndo-basicas. As primeiras sdo identificadas pelas células que tém valores
alocados e as segundas, o inverso.

Observa-se na tabela 2.3 que as variaveis basicas sao: 1D, 2A, 2C, 2D, 3B e 3C. As
variaveis ndo-basicas sdo: 1A, 1B, 1C, 2B, 3A e 3D. A seguir serdo descritos 0s passos
para avaliagéo da existéncia de uma solugdo melhorada.

1° passo: devem-se calcular os pesos para todas as linhas e as colunas, considerando
gue a soma entre os pesos de cada linha e de cada coluna € igual ao custo alocado na
respectiva célula (linha x coluna). Inicialmente atribui-se zero a uma linha ou coluna
(geralmente a primeira linha) que contenha uma varidvel basica. O exemplo a seguir
demonstra a alocagéo deste peso na linha 1 coluna D (célula com custo 12).
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Os proximos pesos terdo a mesma sequéncia de calculo, conforme expresso na proxima

A B C D Oferta Pesos
1 17 | 20 | 13 | 12 | 70 0
70
2 15 | 21 | 26 | 25 | 90
50 15 25
3 15 | 14 | 15 | 17 | 115
60 55
Demanda 50 60 70 95
Pesos 12

tabela.
A B C D Oferta | Pesos
1 17 | 20 | 13 | 12 | 70 0
70
2 15 | 21 | 26 | 25 | 90 13
50 15 25
3 15 | 14 | 15 | 17 | 115
60 55
Demanda 50 60 70 95
Pesos 12

Seguindo esta forma de calculo chega-se a seguinte tabela de pesos:

2° passo: utilizando-se os valores dos pesos, calcula-se para cada variavel ndo béasica a

guantidade expressa pela seguinte férmula:

Calculando-se para a primeira variavel ndo basica (1A), temos o seguinte resultado:
Custoia - Peso1 - Pesoa=17-0-2=15

Para as demais linhas x colunas os resultados sao:

A B C D Oferta | Pesos
1 17 | 20 | 13 | 12 | 70 0
70
2 15 | 21 | 26 | 25 | 90 13
50 15 25
3 15 | 14 | 15 | 17 | 115 2
60 55
Demanda 50 60 70 95
Pesos 2 12 13 12

Custo (linha x coluna) - peso da linha - peso da coluna
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A B C D
1 17-0-2=15 20-0-12=8 13-0-13=0
2 21-13-12=-4
3 15-2-2=11 17-2-12=3

Se todas as quantidades calculadas forem néo negativas, a solugdo presente € a otima.
Caso alguns dos valores forem negativos, deve-se utilizar como referéncia para o préximo
passo o valor mais negativo. A célula que abriga este valor devera ser transformada em
uma variavel basica no lugar de uma das variaveis basicas da ultima solugéo.

Neste caso a célula 2B obteve -4 como resultado, demonstrando a necessidade da
continuidade do processo para identificacdo da solucéo 6tima.

3° passo: para saber quais das variaveis basicas devem ser substituidas pela variavel ndo
basica 2B, deve-se montar um circuito de compensacdo entre as variaveis basicas, a
partir da variavel que devera entrar e seguindo alternadamente na direcdo da linha e na
direcdo da coluna, subtraindo-se e somando-se o valor de entrada (em principio um valor
X), até o retorno a variavel de entrada. Com este procedimento as restricdes de linha e
coluna ficam satisfeitas.

A B C D Oferta | Pesos
1 17 | 20 | 13 12 70 0
70
2 15 | 21 | 26 25 90 13
50 | X ¥ 415X 25
3 15 | 14 v 15 || 17 115 2
60-X T—> 55+X
Demanda 50 60 70 95
Pesos 2 12 13 12

4° passo: escolher para a variavel que esta sendo transformada em bésica (que contém
X) o maior valor possivel, sem tornar nenhuma varidvel basica negativa. Esse valor
corresponde ao menor valor entre as células do circuito onde o valor de entrada (X)
estiver sendo subtraido. Esta nova alocacédo forma uma nova configuracdo que pode ser a
solucao o6tima.

A B C D Oferta
1 17 | 20 | 13 | 12 | 70
70
2 15 | 21 | 26 | 25 | 90
50 15 25
3 15 | 14 | 15 | 17 | 115
45 70
Demanda 50 60 70 95

59 passo: voltar ao passo 1 até que a solugdo seja 6tima.
Exercicio: complete o exemplo anterior seguindo os passos 1 a 5 até obter a solugéo
otima.
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Recalculo dos pesos

A B C D Oferta | Pesos
1 17 | 20 | 13 | 12 | 70 0
70
2 15 | 21 | 26 | 25 | 90 13
50 15 25
3 15 | 14 | 15 | 17 | 115 6
45 70
Demanda 50 60 70 95
Pesos 2 8 9 12
Identificacdo da negatividade da variavel ndo basica
A B C D
1 | 17-0-2=15 20-0-8=12 | 13-0-9=4
2 26-13-9=4
3 15-6-2=7 17-6-12=-1
Montagem do circuito
A B C D Oferta | Pesos
1 17 | 20 | 13 12 70 0
70
2 15 | 21| < 261 25 90 13
50 | 15+X 425-X
3 15 | 14 § 15 17 | 115 6
45-X +0 » X
Demanda 50 60 70 95
Pesos 2 8 9 12
Recalculo dos pesos
A B C D Oferta | Pesos
1 17 | 20 | 13 12 70 0
70
2 15 | 21 | 26 25 90 12
50 40
3 15 | 14 | 15 17 115 5
20 70 25
Demanda 50 60 70 95
Pesos 3 9 10 12

Identificagéo da negatividade da variavel ndo basica
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A B C D
1 | 17-0-3=14 | 20-0-9=11 | 13-0-10=3
2 26-12-10=4 | 25-12-12=1
3 15-5-3=7

Verifica-se que ndo existem mais resultados negativos expressos na tabela
anterior, concluindo-se que a solucao 6tima é:

A B C D Oferta
1 17 | 20 | 13 | 12 | 70
70
2 15 | 21 | 26 | 25 | 90
50 40
3 15 | 14 | 15 | 17 | 115
20 70 25
Demanda 50 60 70 95
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